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6D Lal gicaCombinatoria

PreUmbulo

Varios son los motivos por los cualesla teor+ade conjuntoshaido granjeUndose
la difusin y el prestigio de que goza (aunque,a la vez, hay que reconocerque estU
igualmentesometidaalasembestidasle quienesadeptosiel intensionalismojuzganestiril
la teor+ale conjuntosal menosparafines de vuelo suficientementalto).

El mUsmportantede talesmotivoseslo fruct+feraquesehareveladotal teor+ano
slo paraformalizar ampl+simosectoresde la matemUticasuperior sino tambiin para
ayudar desdey con los instrumentosque ella aporta, a descubrircamposde estudio
matemUticoenteramentenuevos, si bien algunos de ellos, como las historias de los
transfinitosinaccesible.ej., suenartodav+a muchoscomoversionexontemporUneate
la angelolog+areopag-+tica.

Conquela teor+anatemUticae conjuntosPque ensusinicios, al serpuestaen pie
por Fregey por Cantora fines del siglo XIX, parec+a&ondenada unavida precariay
arriesgadaante el alud de las paradojasque pronto se revelaronen ella y que llevaban
trazasde hacerlazozobrarlastimosamentebha ido logrando,graciasa axiomatizaciones
como la de Zermelo-Fraenke(ZF en adelante)una estabilidady una en parte merecida
aquiescenci&ntrelos especialistasMas s o en parte.

El prop sito de esteart+cul@sel de mostrarquefilos ficamente la teor+astUndar
de conjuntoses insatisfactoria,no (o0 no principalmente)por ser incompatiblecon las
«intuiciones»de sesgantensionalistasino por un fallo much+simonUsgrave:porque,con
todo cuantose ha forcejeadopor inventar paraella unascredencialesp unost+tulosde
legitimidad conceptualguela hicieranrecomendabla fuer de cimentadaen una«noci n»
deconjuntopreviaala axiomatizaci ny calificabledizquesinforzarlascosascomonatural
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0 espont neao «intuitiva», de hecholas construccionesem nticasque aspirana articular
semejantenoci n sonmeramenteeso,construccionesem nticasformalesbrigurosas, sin
duda,peroartificialestambi nb, ya queno existeninguna«noci n» presistem ticacomo
la quequierenaducirsusadeptosal pasoque,anteshbien,esanoci n (intrasistem tica,gue
no presistem ticayesultasospechosamentebrida,y acascsetratede un engendrm apa o
ad hoc

Lo peorno eseso;ni siquieralo esel queno parecehaberagumentoduertemente
convincentesa favor de la verdad de los axiomasde ZF; ni el que, aunquefueran
verdaderos,no podr an permitir articular una teor a de conjuntos que respondieraa
cuestionesilos ficas fundamentales.

Lo peordetodo esquela teor ano puedeserverdaderasalvointerpretadade un
modono est ndar

Afortunadamentehay alternativasa la teor a est ndar de conjuntosque Pno
exentasno, dedificultadesalgunagieellasbastantduertesb meparecenafin decuentas,
preferibles Pej. lasteor asde conjuntosde Quine,NF y ML. Mas,comodeellasme ocupo
en otros trabajosrecientesy algunom s en preparaci n, me limitar aqu , salvo alguna
alusi n de pasadaa abogarmor otraalternativaquejuzgom s prometedoranclusoquelas
de Quine:unateor acombinatoriade conjuntosbasadan unal gica no cl sica.

81D Los Axiomas de ZF

Embarrancadajue estabala teor a de conjuntospor el descubrimientode las
paradojasfue el a 0 de 1908f rtil ensolucionesDe un lado, la teor aramificadade tipos
guesele ocurri a Russellgraciasa ideasde Poincar ; teor aque s lo alcanz su mejor
expresi n enla 28edici n de Principia Mathematicaen 1927 (al echarsepor la bordael
axiomadereducibilidadque,enla versi n primera,aguabda teor ay la "desramificabapor
decirloas ).De otro lado, la primeraaxiomatizaci nde la teor ade conjuntosde Zermelo.

Hab ansumgido las paradojagsie la teor ade conjuntosde s lo dossupuestosuno
era el Principio de Abstracci n, a saber:que, paracualquiermatriz (o sea:f rmula, que
puedecontenewvariabledibresbo sea.el equivalentdormal de pronombregerciopersona-
les), 'p', esverdadlo siguientede cualquierentez: z viene abarcadgpor el conjuntode
entesque p (por ~xp) en la medidaen que seaverdadp', siendop’ el resultadode
reemplazaen las ocurrenciadibres de 'x' por sendasocurrenciadibres de unaexpresi n
gue denotea z. El segundosupuestces el Principio de Comprensi n,a saberque, para
cualguiemmatriz "p', existeel conjuntode entesquep (y, por ende,gueesemismoconjunto,
xp, es uno de los entesa los cualesse aplica el esquemaanterior el principio de
abstracci n).

Paraatajarlas dificultadesque se siguende esosdos supuestosZermeloide un
ingeniosaartilugio; lo esenciabdel mismoestribaenabandonael principio decomprensi n
y reemplazarlopor una serie de principios de comprensi n particulares,que vayan
estipulandopara casosaisladosbcomo con cuentagotasbla existenciade conjuntos
expresable® denotablesle ciertamaneraperono en generalde los dem s. Al pasoque
se mantieneel principio de abstracci n,pero, naturalmenterestringidoa los casosen que
xp exista.Su soluci n fue completadduego por Fraenkely Skolem;y esel sistemaas
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completadel querecibela denominaci nde "ZF'. Voy aempezapresentadel meollodel
sistemaoriginario de Zermelo;del principal a adido de Fraenkel el axiomade reemplazo,
hablar unpocodespu s;sinembago, la primeraformulaci n quevoy adardelos axiomas
zermelianosno es exactamentda originaria del propio Zermelo (en 1908), sino la hoy
est ndar;luegopuntualizar las diferenciasy dir porqu sedan.

En primerlugar, Zermeloabandonda pretensi nde enunciarun principio expl cito
deabstracci n.Y esque,enverdad,lo quehaceesenunciarcadaunade lasinstanciagjue
va poquito a poco estipulandodel esquemade comprensi n de tal maneraque lleve
aparejadasu propio principio de abstracci nbo, con otraspalabrasde tal suerteque se
asegure para cadauno de los conjuntoscuya existenciase estipula,la aplicabilidadal
mismodel principio de abstracci n.As , lo primerodetodo espostularel lamadoesquema
de Assonderungseparaci no desgajamientojueasegurajue,dadoun conjunto X, existe
el conjuntode aquellosmiembrosde x de los que seaverdadp (paracualquiermatriz "p’)
y que esesubconjuntade x esun entez tal que cualquierentex viene abarcad@or z ssi
x estal que p. El esquemade desgajamient@s, pues,una fusi n de una instanciadel
principio de comprensin con la correspondientedel principio de abstraccin. Y esa
instanciaes sta: envezdedecirseque,paracualquiermatriz "p', sin excepci n,valenesos
dos principios (existe “xp y ~xp abarcaa z ssi p'), en lugar de eso (el principio de)
Desgajamientalice que esose aplicaa unamatriz p cuando sta esde la forma "u abarca
axy(', siendobeso sib "q' cualquiematriz,mientrasque 'u' esunavariablelibre; luego
secuantificauniversalmenteadainstanciadel esquemy resultaesto: Paracualquierente
u, existeel conjuntode miembrosde u talesquep' By esun conjuntoques lo abarcaa
todoslos miembrosde u talesquep . El resultadode tal restricci n draconianaacercade
c mo debaserla matriz autorizadaen el principio de abstracci nesque no se postulaya
engeneralla existenciadel conjuntode entescontal o cual caracter sticasino nicamente
el de, dadoun conjuntoque exista,un subconjuntadel mismo que abarquea aquellosde
susmiembroscon la caracter stican cuesti n.

Naturalmentesl esquemale desgajamient@or s solo no permitir aavanzarDe
ah que Zermelo vaya a adiendo otros axiomas. Uno de ellos es el del d o: para
cualesquieraosentesbid nticos o diversosb existeel conjuntoquelosabarcas lo aellos
dosby eseconjunto,comocualquierotro, cumplela condici n quelo especificap sea,en
estecaso:la de abarcars lo a ambosentesdados.Otro axiomaesel de la uni n: dadoun
conjunto,X, existeotro queabarcas lo atodoslos miembrosde alg n miembrode x. Otro
axiomaesel del potencial:paracualquierente,x, existeel potencialde x, e.d.el conjunto
de los subconjuntosie x.

Esoscuatroaxiomasm s el de extensionalidadsi dosentessondiferentesesque
uno de ellos abarcaa alg n miembrono abarcadgor el otro), m s el deinfinidad (seg n
el cual existeun conjuntoque abarcanfinitos miembros,a saberel conjuntoqueabarcaal
conjuntovac o,y que,adem s,cuandoabarcaa un entex, tambi n abarcaa {x} e.d.al
conjuntoquetans lo abarcaa x) constituyenel sistemaaxiom tico de Zermelo.

A adi ronse despu sotrostres esquemasxiom ticos; uno de ellos por Fraenkel
en1922,el dereemplazohaceredundantal de desgajamient®que pasaaserunteorema
demostrableptro, a adido por Zermeloen 1930 (pero un equivalentedel cual hab asido
acu ado por von Neumannen 1929y de hechoya en 1917 por Mirimanoff Bquien
aparentements, seg n Hao Wang, constituy unaimportantefuentede los desarrollode
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von Neumann)gsel axiomade Cimentaci n, 0 Fundierung a saber:cualquierconjuntono
vac oabarcaal menosa un miembrodisjuntorespectales mismo,e.d.aun miembroque
ni se abarcaa s mismo ni abarcaa ning n otro miembro del conjunto dado; el tercer
a adido fue el famoso axioma de elecci n. Con Cimentaci n se probabaque ning n

conjuntoseabarcaas mismoby que,porendenoexistening n conjuntouniversalo sea:
abarcadode todo. Pru basetambi n (con cimentaci n m s elecci n) que no hay ninguna
cadenade abarcamientanfinitamentedescendentéo sea:un conjuntoque abarquea algo
gue abarquea algo que abarquea algo,y as sucesivamental infinito).

A muchosles ha encantadeseaxiomay hanproclamadoa bomboy platillo que
es «intuitivamente»obvio, porque,sin |, tendr aseque podr ahaber p.ej., conjuntosde
conjuntos de conjuntos de conjuntos de¥ de conjuntos de conjuntos? y as al infinito. Aparte
de queno he visto nuncaun argumentoen contrade tal posibilidad,lo quepasaesquecon
Cimentaci n(m s el axiomade elecci n) pru baseotracosa(si bienbseg n enseguiddo
voy a aclararb esono se probabaen la versi n original de Zermelo, puesen ella los
axiomasno ven anexactamentéormuladoscomo se acabade haceraqu ), a saber:que
cualquier conjunto tiene como Itimo constituyente nico al conjunto vac o, donde es
constituyenteltimo de un conjunto,X, si lo hay, algo z tal que: o x es(id ntico a) z; o x
abarcaa z; o x abarcaa uno o varios conjuntoscuyo constituyenteltimo seaz (p.ej.
x={z {z}} etc.).

Para evitar ese resultadode pesadilla,P. Suppesmodific la teora en 1960
Pretornandoenesepuntoaalgoparecidoala formulaci n originariadel propioZermeloen
1908D, de modo que vinieranreconocidosntesque no fueranconjuntos;el principio de
extensionalidadendr as abandonaden sugeneralidady habr queintroducirun nuevo
predicado, ste mon dico, que,al serconcatenadaon un denotadgrdigaquelo denotado
por ste Itimo esunconjunto.(N tese queesepredicadmo podr tenerningunaextensi n,
o sea:nopodr habeming n conjuntoqueseael conjuntodetodoaquelloguesatisfagaese
predicado porqueen ZF se pruebague no existening n conjuntode todoslos conjuntos.)

Antesde seguirconvieneintroducirla puntualizaci n,m s arribaprometidasobre
enqgu difiere esaformulaci n, hoy est ndar delos axiomasde Zermelode aquellaotraque
eseautorbrind delos mismosen 1908.

Zermelohab aentonces adido un axiomaquepostulabda existenciade s ngulos
o clasesunitarias,e.d.paracadaentex, {x}. Sinembago, dadala existenciade{x,z}, para
cualesquierax, z, existir por tanto {x,x}, que, por definicin ser {x}. Luego es
redundanteHab atambi n a adido un axiomaque dec aque existeel conjuntovac o, €,
0 seael nico conjuntosin miembros.¢ Esmenesterpostularlo expresamente®ada la
existencialealg n entex, existir Ben virtud deDesgajamientobunenteu al quepodemos
llamar el subconjuntade x queabarques lo atodosaquellosde susmiembrosz, talesque
z-+z (silos hay)'; comoevidentementao los hay, u no abarcar anada;por extensionalidad,
u ser id ntico al subconjuntode cualquierotro conjunto dado que abarques lo a los
miembrosde ste Itimo que seandiferentesde s mismos (y, por lo tanto, a ning n
miembro).

Sin embago, asomandos problemasal respectoEl primeroesque,a menosque
se pruebelo contrario,nadaasegurague u seaun conjunto;si hay individuos, y si los
individuosno tienenmiembros puedequeu seaun individuo (un enteal queperteneceios
miembrosdel entedadox que seandiversosde s mismos).
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El segundgproblemaesquehemosdicho: ‘"dadoalg n ente,x'. ¢Hayalguno?Los
axiomasde uni n, potencial,etc.,soncondicionalesdadoun ente,existeel conjuntotal o
cual. El axiomade infinidad, en cambio,afirma categ ricamentda existenciade un ente;
si no existierael conjuntovac o,el conjuntoinfinito cuyaexistencigpostulatal axiomaser a
un entevac o; luego existe al menosun entevac o (sin miembros).Por consiguiente gl
conjuntoinfinito en cuesti n no esvac o, sino que es de verasinfinito.

Peroesemiembrosuyoal quellamamos'é’, ¢esun conjunto?Esotodav ano est
claro(amenosquesepostulecomoaxioma,queeslo quehizo Zermelo).Porquepuedeque
hayaotrosentessin miembros los individuos Y entonces podr aserunodeellos.S lo
qgue en virtud de extensionalidadiodos ellos ser anun solo y mismo ente,y, por ello,
id nticos a é.

Para evitar esa consecuenciaZermelo formul de otra manerael axioma de
extensionalidadrestringi ndolo a conjuntos;conquelos individuos si los hay, aun no
abarcandmada,no ser andesdduego,id nticos a é; y, similarmenterestringi el axioma
del potencial, para evitar que cualquier «individuo» fuera abarcadopor el potencialde
cualquierclase.

La formulaci n est ndar de los axiomas zermelianoses m s eleganteque la
originaria,peropagael preciode queconella sedemuestraueno existenindividuosy que
el nico constituyenteltimo delo real esla clasevac ao nula.

Me quedaya tan s lo Bpara terminaresteapartadob decir algo del axiomade
reemplazoLo quevieneasosteneeseaxiomaesque,dadoun modode hacercorresponder
a cualquierente,tomadocomoargumento.,a lo sumoun solo entecomovalor (funcional),
entonces,dado un conjunto, X, existe el conjunto de aquellosentesque seanvalores
funcionalesgenvirtud de (o mediante)esemodode correspondersegparasendosmiembros
dex.

N tese quela formulaci n escuidadosgparaevitar postularla existenciade una
funci n que ser aesemodo de correspondenciad blase, tan s lo, de un mero 'modode
correspondersey todolo quesequiereconello deciresque,si 'p' esunaf rmula tal que
es verdad que 'p' contieneocurrenciasde sendasvariables’x' y "z' y 'q' resultade
reemplazacadaunadelasocurrenciadibresde 'z' en'p' poruna,igualmentdibre, de"u’,
entoncessi esverdad Todoentex estal que,sipy g, z=u' (e.d.x no serelacionam s que
con un solo ente del modo expresadcen “p'), entoncesdado un conjuntov, existe el
conjuntode entesz, talesquehayalg n miembro,x, dev tal quep. (Pej., si cadaentetiene
un solo padre,dadoun conjunto, el de los vinateros,hay un conjunto de los padresde
vinateros.)

Que con eseesquemale reemplazose pruebael de desgajamientes algo muy
sencillamentedemostrableLo importantees que Reemplazces un axioma (un esquema
axiom tico, para ser exactos)fort simo. Sin |, desdeluego, la teor a de conjuntos
(zermelianakequedar acojay carentedel poderdeductivotanconsiderablele quehadado
muestrasZF. Perolo malo esquela, ya cuestionablebase«conceptualdel sistemaviene
un tantoresquebrajadal a adirse eseesquemale reemplazo.esbozo
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82D La Concepci n Iterativa de los Conjuntos

En honora Zermelo,hay quedecirqueno sele pas por las mientesenaltecersu
sistemaaxiom tico comola emanaci nde una supuestaoncepci n «intuitiva» que fuera,
de algunamanerala genuinay aut ntica noci n de conjunto.

Al rev s: en el escritoen el cual propon asu sistemaaxiom tico, lo justificaba
sobrela basede la bancarrotade la teor aingenuade conjuntos(la cantoriana)como un
tanteoparaencontraruna axiom tica que permitieraprobartodo lo valioso en teor ade
conjuntospero evitandolas contradicciones.

Todav am s recalc von Neumannla arbitrariedadde los axiomas,ya seaen esa
versi n (ZF) dela teor aest ndar ya enla que | mismoluegoelabor (y dela cualslo
de pasadane ocupar en estearticulo).

Sin embago, el sistemaformal ZF, como tantosotros, ha sido f rtil en suscitar
modelizacionesge.d. estudiossem nticos en los que, razonandosobre ciertos conjuntos
seg nsuelehacerse en matem ticasb sinformalizar estrictamenteb , seindagas |os mismos
sono no modelosde unateor a,o0 bajoqu condicionegpodr anserlo,0 qu pasasi tal o
cual de esosconjuntoslo eso no.

(Digamosqueun conjuntoesmodelode unateor asi hayunavaluaci n (admisible)
gue env a a cadateoremade la teor a sobre un elementodesignadoo distinguido del
conjuntoen cuesti ny a ning n teoremasobreun elementono designado.)

Puesbien bcomo a menudosucedeb, una vez elaboradasalgunasde tales
modelizacione$an parecidomuy «intuitivas»,e.d. hanresultado(parecer)ser estructuras
«naturales»no meros ardides,e.d. no ama adasad hoc; tales, pues, que, de haberse
pensadgrimeroen ellas,enc mo sony qu contienenhubi rasellegado(al quereruno
hacerunateor aquevieraala Realidadcomounaestructurale sas)exactamenta postular
los axiomas(y reglasde inferencia)de la teor aen cuesti n, y no otros.

La m s ambiciosade talesmodelizacionesle ZF esla sem nticade «estadios»,
exploraday defendidapor Hao Wang, J. Shoenfield,G. Boolos,G. Takeuti,etc. No puedo
entraraqu entodoslos detallesde la misma.

Lo quevoy acriticar no esla sem nticaencuesti n, muy til, sinolaspretensiones
filos ficas de quienes,como Boolos, proclamanque la misma expresauna concepci n
esponthea de conjuntosque constituir auna alternativaa la concepci ningenua(la de
Fregey Cantor)s lo que,no ya en pie de igualdadcon ella, sino superior puesla otrase
hareveladoinconsistente.

Consisteesasem ntica Brotulada “concepci n iterativa de los conjuntos'® en
entenderque un conjunto es algo que viene formado, constituido,originado, a partir de
miembros o defalta detalesmiembros.Un conjuntoser aunaagregaci nde miembros.en
suma.(Precedentele eseenfoqueser ala visi n de Dedekindcriticadapor Frege;Cantor
parecehaberoscilado.)

Conqueun primer estadioen la constituci n de conjuntosser aaaquelen el cual
se forma cualquierconjuntode elementosdados;conjuntovac o nicamentesi no sedan
elementosde darseelementoscuantascombinacionesfinitas o infinitas, de los mismos
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searposiblesbposiblesenunsentidcampl simo:imaginablesincontradicci n;y nopuede
(«por definici n») habercontradicci n en que se combinenvariosindividuos o elementos
originariosdados.

Viene luego un segundoestadioen el cual se forma cualquierconjuntode entes
hastaaqu existentesseande los formadosen el estadioanterior seande los dadoscomo
elementosy luegootro as ;y as sucesivamental infinito. Lo cual significa que, dados
diversosconjuntos,en un estadio,f rmase en el siguientela unin de los mismos (un
conjuntoques lo abarquealo abarcadoseparadamentppor unou otro de esosconjuntos).

Tenemosya unainfinidad (numerable)de estadios Despu sde todosellos viene
otro, quellamamos estadiow’, enel cualconstit yensetodoslos conjuntoscposiblessben
ese sentidob de entesexistenteshastaese momento,e.d. de individuos y/o conjuntos
constituidosen los estadios,1,2,3,%

Sigueal estadiow el w+1, en el cual vienen constituidoslos conjuntosde entes
existentedhastael estadiow inclusive.Luegoel estadiow+2, etc. etc. Luegoel estadiov+w
(Ww2), luegoel w2+1y as infinitamenteal infinito.

Recapitulanddos principios que rigen ese procesoinfinito, caberecalcarestos
supuestosse constituyecadaconjuntounasolavez,de unavez por todas(no puedeserun
Guadianajue,trasempezag existir, cesduegodetenerrealidady larecobrem s tardebni
nadapor el estilo); adem s,cadaconjuntoviene constituidotan prontocomo, previamente,
tenganrealidadtodossusmiembros:no puede pues,sucedeique existanya los miembros
enel estadig peroel conjuntodeelloss lo cobrerealidadenel j+2, p.ej.:cobrar realidad
tal conjuntoenel j+1 exactamentédadala hip tesis de quelos miembrosexistenya en el
J masno antes).

Lo decu les conjuntacione® combinacionesonposiblesno haquedadayuiz del
todo claro. Semejabastarloal comienzo pueslos elemento individuosde los cualesse
part a en el estadioO eran, sin duda, o inexistentes,0 en cualquier caso en n mero
numerablee.d.alo sumotantoscuantosy merosnaturaleday(0, 1, 2, ¥4). Pero,;,qu pasa
cuandohayaya entesen cantidadesnenumerables? Cu les de ellos, cu ntos, y ¢ mo,
puedencombinarseZ Qu ser aesaconjuntaci n o combinaci n?

iNo nospreocupemosbigamosgue puedenconjuntarsesinm s queteneralgoen
com n, algunacaracterstica e.d.,sin m s queel que puedadecirsede todosy cadauno
delos conjuntadosjueesverdadde | tal o cualcosa,queesas o as . Conotraspalabras,
paracualesquierantesexistentesantesde un estadioy decadaunodelos cualesseaverdad
gueesas oas, sulgir eneseestadiobsi nohasuigido antesb el conjuntamientaletodos
ellos, el entequelos abarcas lo a todosellos.

Conesasem nticadeestadiosevidentementéo acasmotanevidentement®pues
en verdad el razonamientoinvolucra un fort simo principio de inducci n matem tica
transfinita),resultanverdaderodos axiomasde Zermelo.No as el esquemale reemplazo.
Boolos formula esteprincipio que regir aunasem nticade estadiosadecuadgarahacer
verdaderoel esquemade reemplazo:’Si cadaconjunto viene Bcomoquiera que seab
correlacionada@on al menosun estadio,entoncegparacualquierconjuntoz hay un estadio
s tal que, paracadamiembrov de z z es posteriora alg n estadiocon el cual vengav
correlacionado'.
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Apartede que,desdduego,nove unoqu plausibilidadpuedatenertal postulado
bal mamgendela dequeencajerbiencon | lascosagparahacerverdaderal esquemale
reemplazob, cualquieraque sea el atractivo de esa llamada concepci n iterativa de
conjuntos,0 suverosimilitudcomounaconcepci ndizquenaturaldequ seanlasclaseso
conjuntos,lo que pareceseguroes que esepostuladoadicionalno se beneficiar aya de
ningunadosisde tal verosimilitud putativa.

Por otro lado, el postuladode marrasrestringir aenormementéos modelosde la
teor a,las estructuragle estadiosjmponiendola existenciade estructuragjuecomprendan
estadiogde todaslas cardinalidadesiccesibles.

83.D Cr+ica de la Concepci n Iterativa de los Conjuntos

Uno de los adalidesde ZF y de la concepci n iterativa, G. Boolos, afirma (en
Journal of Philosophy68/8 (abril 1971),p. 219):

Unasoluci nfinal y satisfactorialelasparadojage rico-conjuntualeso puedeestribar
enunateoraquebloqueda derivaci n delasmismasmponiendaestricciones cnicasartificiales
alos axiomasrestriccionegjuevenganimpuestagans lo porque,si no, seseguira un paradoja;
esa®trasteorassobrevivers lo mediantdalesexpedienteatrtificiales.NnicamenteZF (juntocon
susextensioney subsistemasgs/s unateora de conjuntosindependientementaotivada;por
decirloas, hay trasella un pensamientosobrela naturalezale los conjuntosguehubierapodido
exponerseaunque por imposible,hubierasido consistentda teora ingenuade conjuntos

Es precisamentesolo que yo pongoen tela de juicio. Nadatengo (¢ hacefalta
decirlo?)contraZF comoun medio, habilidosamentéabricado,de probarbastantegosas,
esquivanddas paradojasEs unamaneracomo hay otras,de brindarunafundamentaci n
a amplioscuerposde la matem tica.La prudenciaja agudezay el tino de Zermeloy sus
continuadorese hanvisto coronadogor el xito.

Peroah seterminanlos m ritos de la teor aest ndar Los logrosde esateor ano
sontriunfos de unaconcepci nfilos fica subyacentesino, anteshien, frutosdelamaay
del andarsecon piesde plomo. Ni siquieracreoquelo descritoen el apartadgrecederte
pueda ser decorosamentdildado de constituir propiamenteuna “concepcin' de los
conjuntosen un sentidointeresantale estevocablo.O sea:en el sentidode constituiruna
representaci nde qu seaaquellosobrelo que seva a teorizarindependientementde la
teor amismapor construir expresablent rminos not cnicos e «imaginablessin pasarpor
los moldesmismosde la teor aen cuesti n.

En efecto: ¢ esrealmententeligible todaesadescripci n de estadiogparaquienno
se hayaentrenadm al menosiniciado enla propiateor aest ndarde conjuntos?

iVeamos!Por de pronto, quien vaya a entendera explicaci n ha de aceptarque
dos conjuntosson diversoss lo si algo perteneceal unoy no al otro. Eso Bnos dice
Boolosb esanal tico.jSealHademanejareseentendedoel procedimientale pasarallende
lo finito, la recursi n transfinita.Ha de haberentendidoc mo se «forman»o constituyen,
a partir de conjuntosdados,unionesde los mismos,independientement#e cu les seande
gu «niveles»sean,decul seala naturalezade susrespectivosniembros.

Y, sobretodo, ha de tenerunanoci n ampl simade qu seaunaconjuntacin o
combinaci n posible.
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Aparte ya de cu n plausibleo implausibleseaeseprincipio de conjuntabilidad,
estribala dificultad enqueesunaconcepci nte rica muy fuerte:sonconjuntablesodaslas
cosas,de niveleso estadioscya» (?) dados,que compartan«algo»,algunacaracter stica,
e.d. que seancalificableso caracterizablegle algunamanerague les seacom n.

Perosaberque existetal conjuntabilidadno esotra cosaque saberque:

1é) Hay una colecci n, un conjunto total, de cuanto se lleva «ya» formando, hastael
estadioinmediatamenteanterior inclusive Be.d. que es verdaderoel axiomade
uni n, seg n el cualcualesquieraonjuntoscdadoss>sonunibles,e.d.hayunauni n
o sumade ellosb; y

28)Estambi n verdadercel esquemaermelianode desgajamientoni m s, ni menos.

Y ¢qu eslo quepuedehacerveros milesesosdos supuestosPodr areplicarsea
mi pregunta(¢capcios®) que unacosaessi esatesisde la conjuntabilidadesverdaderap
falsa, otra esqueforme partede la concepci n.

Sin embago, est bamos en tratar de ofrecer una concepci n presistem tica,
preteor tica,algoque,sin comulgarunotodav aconla teor ani haberseenfrascad@nella,
pudiera,no obstantegntendeentendeenalg n sentidoun pocofuerte,viendo,pues,cu |
seasutenor suatractivo,subal menosrelativab coherenciasuenjundia,sufilo o perfil,
su busilis o intr-ngulisBsi se me permitedecirlo as).

Claro queuna«concepci n»en esesentidoesnormalmentealgo quea uno puede
tentarlocomoun cantode sirena,sin saberad nde lo va a llevar a uno si la abrazaPero
es que una concepci n en ese sentido es algo describible con pocas palabrasy sin
tecnicismos,aunqueluego Dal desentra arsus supuestoso consecuenciasbasomen
resultadogmprevistoso hastaparad jicos.

Recapitulomi primeraobjeci n: no esuna«concepci n»en esesentidofuerte,en
el cuals era,encambio,unaconcepci nde conjuntola de Fregey Cantor a saber:la de
gue un conjunto (unaextensin conceptualen la terminolog ade Frege)eslo que abarca
slo atodosaquellosentesque tienenen comn el seras o as. Esaesla concepcin
ingenuade conjunto.

Mi segundabbjeci n esquehay dosalternativasa la concepci ningenua,a saber
la construccionaly la enumeracionalo conjuntacional);pero, sin embago, la llamada
concepci niterativa,aunquetomaalgo de cadaunade ellas, esincompatiblecon ambas.

La concepci nconstruccionaksaquellaqueconcibe efectivamenteyn procesade
construcci n de los conjuntos;es unavisin de sesgoidealista,equiparablea la visin
husserlianalel idealismofenomenol gico transcendentakon la constituci n del mundo,
incluyendo sus idealidades matem ticas, desde la intersubjetividad monadol gica
transcendentay,bm s pordebajode stab desdeel suelooriginariodelegotranscendental;
0, Si no, algo af n a la constituci n de lo real en el primer Carnap,el del fenomenalismo
radical (aunqueen el campol gico-matem tico Carnapno crey hallarning n procesode
constituci nas ,pueslo encasill enlo "anal tico"); algo,pues,quellevar am s bienaoptar
por unal gica comola intuicionistau otrade las de la familia de | gicas constructivistas.

Parael enfoqueconstruccionalrealmentelos conjuntosse van constituyendoo
construyendgor estadio® pisos.Mas entoncesevidentementegst dem s el axiomade
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elecci n, pueseslo m s anticonstructivistajue cabe(a no serque se postuleel axiomade
construibilidadenunciaddque no propuestobpor G del; pero,porrazonesjueno hacen
al caso,nadieo casinadieha postuladotal axioma).

No slo eso.Enlgica clsica (y enla mayor ade las no cl sicas tambi n) "hay"'
equivalea 'notodono' y ‘todo' equivalea 'no haynadatal queno'. Constructiv sticamente
fallan esasequivalenciasén ZF, articuladasobrela | gica cl sica, valen.

Y, sin embago, debieranfallar. Porque,p.ej., de que no haya (todav a)en un
estadioning n conjuntoas o as nodeber adeducirsequetodoslos conjuntog(encualquier
estadio)seanas o as .

Ahorabien,constructiv sticamenteo puedehablarsale ningunatotalidaddetodos
los estadios,pues eso nunca cabe construirlo. Las cuantificacionesuniversalesde ZF
debieranpues,reemplazarspor negacionesle cuantificacione®xistencialesSi esquese
tomaunoenseriolo de un procesode constituci n o de construcci n.Que,si no, entonces
existeunatotalidadde todoslos conjuntos,no hay ning n procesoni hay por qu excluir
conjuntosqueseabarquera s mismos,o aros(bucles),cadenasle abarquesin comienzo
ni fin etc.

Otro puntode conflicto entrela concepci nconstruccional la iterativaesquela
primeraproh beconjuntosmpredicativosen el sentidode Poincar y Russell,0 sea:clases
especificablegnt rminos de cuantificacionesalesquela variablecuantificadaengacomo
campodevariaci n unconjuntoqueabarqueala propiaclaseas especificadasi sta existe.

Puesbien, el axiomadel potencialacarreague existenconjuntosimpredicativos.
P.ej., pru baseen ZF el teoremade Cantorde que cadaconjuntoesm s peque o que su
potencial;y sepruebaaduciendajue,si no fueraas ,entonceabr aunacorrelaci n entre
un conjuntox y supotencialy existir ael subconjuntade x queabarquea los miembrosde
X No pertenecientea su respectivocorrelato,el cual, entoncesabarcar ay no abarcar aa
aquelelementode x del cual fueracorrelato.

Sin embago, si no hubieraconjuntosimpredicativos,entoncesno podr a haber
ning n subconjuntoas Bporque esaexpresin incrustada su correlato respectivo', al
expandirserevelaunaconculcaci n de la predicatividadb ni siquieraen el casode que
existierala correlaci n enlitigio; conlo cualfallar ala pruebadel teoremade Cantor(que
eslo que pasaen el sistemade Russell,PPMM., 2aedici n, de 1927).

En la sem nticade estadios)o que asegurda verdad del axiomadel potenciales
esode que no puedahaberestadiosntermediosentreuno en el cual ya existantodoslos
miembrosde un conjuntoy aquelen el quevengaconstituido ste Itimo.

Constructiv sticamentempondr aseuna restricci n al respecto,prefijando esta
pr tasis: si ese conjunto es ‘construible’, e.d. predicativamentesspecificable.Por ello
constructiv sticamentdallar a el axioma del potencial (el potencialde un conjunto no
abarcar aa todoslos subconjuntoglel mismo).(No es, pues,de extra ar que,ya en 1908,
Zermelo criticara el principio [de exclusi n] del circulo vicioso, como contrario a las
aspiracionesle unateor ade conjuntosmatem ticamentepotente.)

Esoporlo quehacea la concepci nconstruccionalEn cuantoa la enumerativap
conjuntacionalla conocerbienlos escolarespuesenlas clasesde teor-a de conjuntosque
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selesimpartendist nguenselosg nerosde especificacionede conjuntospor compensi n
(o intensi n) y por extensin.

Senoscuentaquela primeraespecificaa un conjuntocomoel ¢ mulo delos entes
as o as (‘as o as' en lugar de una descripci n indefinida); al pasoque la segunda
especificaa un con junto con unalista finita o infinita: {x,y,z,u,yva}.

Alguien podr allamar a estesegundog nero de especificaci nunaagregaci ne
invocara Dedekindcomoaquelquetendi aver as alos conjuntos.

Entodoesohay problemaslLa especificaci nencompensi n notieneporqu ser
intensionalistaSin embago, el principio deextensionalidadenla versin m s r gidabque
esla m s arribaexpuestabganaen atractivosi un conjuntoes siemprealgo especificable
extensionalmentg no esm s que eso; algo toda cuya entidadestribaen los miembros
puestos-juntos;onjuntados.

Ahorabien, estaconcepci nenumerativab conjuntacionaksincompatibleconla
existenciade un conjuntovac o; puessi sedice que ste es{ }, connadaentrelasllaves,
¢, sehadicho algo interesantementexplicativode enqu consistaZNo! S lo sehadicho
gueeseconjunto,o conjuntamientoescomoun conjuntamientale estoy aquello,s lo que
sin conjuntarnada;o sea:que escomosi fueraun conjuntamientoperosin serlo.

Tampocopermitetal concepci ndistinguir x de {x}, a un entede sus ngulo(la
clasede los doceap stolesdel conjuntoal ques lo ella pertenece)Ya esdif cil entender
a tenor de esaconcepci n conjuntacionalqu seaun conjuntoinfinitamentegrande(¢,no
espurahabladur aesode unaespecificaci ninfinitamentelarga?);pero,en cualquiercaso,
no puedehaberespecificacioneas deconjuntosnenumerables)i menosde cardinalidades
comox,, p.ej.

Hay otradificultad m s: por unlado, los adeptosie la concepci niterativa,como
Boolos y Kripke, hablanen t rminos de conjuntamientode entes previamentedados,
ci ndose en esoal enfoqueconjuntacional;pero, por otro lado, adem sde postularuna
clasevac ay un s ngulode cadaente,post lanseen ZF axiomascomoel de desgajamiento
y el dereemplazajuesontotalmentencompatiblessonel enfoqueconjuntacionaly lara z
est enreputarcomoconjuntables cosagguecompartarunacalificaci n o caracterizaci n,
0 seaen considerarconstituiblea un conjuntoa trav s de (o graciasa) unaespecificaci n
encomprensi n.

Algo m s, todav a.La visin meramenteonjuntacionalde los conjuntosbcomo
conglomerados(poolg, e.d. como conjuntamientostoda cuya entidad estribe en los
miembrospuesto® tomadoguntosb no puededarlugara otracosaqueun enfoquecomo
el dela mereologiade Legiewskio de Goodmanp sea:unateor aenla quela relaci n de
abarquevieneidentificadaconla deinclusi n y es,por ello, transitiva.

Seg n esavisi n mereol gica,dossumasdostodoso conjuntamientosio pueden
serdiversossi no difieren susconstituyentesltimos. Un corolariode ello esla ecuacin
{x}=x. El mere logo dir que,estribandaodala entidaddel conjuntamientcen los entes
conjuntadosy Pa lo sumo,si se quierea adirD® en su mero estarconjuntadosno cabe
conjuntar conjuntamientosm s que en el sentido de fundirlos, fusionarlos en un
conjuntamientade los entesrespectivamenteonjuntadoen unoy en otro.
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Por ello la visi n conjuntacionaho requiereni siquierael usode un verbocomo
‘abarcar (o0 lo converso, pertenecera’). Basta con indicar a los miembroso entes
conjuntados.

Claro que asomahastaparaesaconcepci n, unadificultad al respectogue Plo
veremosenseguidab esm s graveparala concepci niterativa,a saber:.quela especifica-
cin de un conjunto por indicacin o enumeraci nde los miembroscomportaun 'y'
terminalbdelante del Itimo elementob quesobreentiendanadicionalnadam s’ 0 's lo
sos' o algoas.

b Enprimerlugar, esomuestragquela especificaci nno espuramentecenextensi n»,sino
tambi n «encomprensi n»,puesse hacepor la caracterizaci nde seruno de esos
entesy ning n otro Do, mereol gicamentevisto, ning n otro fuera de ellos, no
incluido en la sumade ellos.

P Ensegunddugar, secontieneunareferenciaatodolo denik, s lo quenegativalo cual
de alg n modo presuponeesatotalidadde todo lo dem s; de algunamanerahasta
esaespecificaci nenumerativap por lista, esla de un conjuntoque no abarquea
ning n ente que no seauno de los enumeradosaunquesi a stos. (En seguida
recalcar esomismo con referenciaa la concepci niterativa.)

En todo caso,esosrasgosde la concepci n conjuntacionala haceninconciliable
con la iterativa.

Porconsiguientela concepci niterativade conjuntosno escompatibleconninguna
de las dos nocionespreteor ticas de qu seanlos conjuntos alternativasfrente a la
concepci n ingenua de que un conjunto es lo que abarcaa los entes com nmente
calificableso caracterizablesle ciertamaneradeterminadacualquierague sea.

Aparte de eso,no conozconing n argumentopersuasivaa favor de esallamada
concepci niterativa.

Susadeptogparecercreerque la meraexposici n de la sem nticade estadiosya
lo persuadea uno de que las cosassucederas , 0 al menosde que es veros mil que as
sucedan.

Pero no: o se es constructivista,y entonceshabr que postular algn ego
transcendentaly alg n seraf n,o lo que sea,que lleve a caboesaconstituci n por pisos
finitos y transfinitos;o, si no, esdudosoquetengaun sentidoclaro esode los estadios|os
previamenteya etc., en esecontexto.

Que,si setratade categor assi los desnivelamientosontipales,entoncesio puede
haberc mulos o conjuntos,comolos que postulaZF, p.ej.{el n mero 3, {Venus},Italia}.

Aun suponiendoque hubiera estadiosde constituci n de conjuntos(y, ¢qu es
bjd gannoslo, por favor, los abogadosde esaconcepci n!b esode la constitucin o
formaci n de un conjunto?),¢,porqu no puedehaberGuadianasp seaconjuntosque
empiezam existir, cesanluego,y vuelvendespu sa la realidad?(O que quiz periclitan
parasiempre.)¢,Porqu no? ¢ Porqu esaconservaci nacumulativa?Dennos,tenganla
bondad,un argumentoa favor de eseprincipio!
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Tambi n hay susm s y susmenossobreel principio de extensionalidadSi hay
estadios ¢ qu nosasegurague un conjuntono puedever cambiadossus miembrosde un
pisoaotro?Y, deseras , ¢nohabr aquerestringirel principio de extensionalidad?

Por Itimo, ¢qu eslo queasegurap haceal menosplausible,quehayaun primer
estadioun estadiocer? ¢, Porqu no otro antesy otro, y otro¥4? ¢ Nohacefaltaargumento
ninguno?¢ Estan evidentede suyo?Y, adem s, ¢ qu asegurague un conjuntono puede
formarse cuandose formen sus miembros, simult neamente?Desdeluego la analog a

temporalno puedeayudara hacercre ble ese postuladode necesarigposterioridaddel
conjunto.)

Un Itimo problemaesel dequela especificaci ndeun conjuntono puedehacerse
por meraindicaci n de cosagqueabarquesinoquehade comportara cl usula o precisi n
adicionalde que no abarquea nadam s quea eso.Un ‘s lo', expl cito o impl cito; que,
parafrasead@onvenientementegs una negaci n (fuerte) de abarquepor el conjuntoen
cuesti n de otrascosas.

En efecto,si seprofierela expresi n “el conjuntoqueabarcaa todoslos entesque
p', est sobreentendi ndosan ‘s lo', pues,si no, no se habr ageneralmentespecificado
ning n conjunto(determinado)(¢,Cu | esel conjuntoqueabarcaatodoslos gaditanosMay
muchosconjuntosas . Uno esel de los andaluces.)

Masese's lo', enexpresi nformaladecuadagsun cuantificadomuniversalseguido
por unanegaci n;y ello reveladosfacetas.

b Laprimeraesquela especificaci no determinaci nde un conjuntosehacepor exclusi n
del ‘resto'de cosasy esosignificaquesehacepor negaci n. Al conjuntarbcomo
nos lo cuentanlos exponentede la concepci n iterativab cosasdadasen un
conjunto,medianteun lazo, estamosacotando cercandcesoque con juntamosy
dejandofueraa lo dem s. Sin embago, a la negaci n o exclusin de lo dems
Pcomo lo vamosaverenel Apartadosiguienteb nosele concede reconoceapel
algunoni enla concepci niterativani en ZF, puesen estateor aning n conjunto
tieneun complemento.

b La segundafacetareveladapor el t cito 0 expreso'slo’ en la especificaci nde un
conjunto es, precisamentegue siempre apareceen la misma un cuantificador
universalirrestricto,cuyocampodevariaci n hadeserel conjuntouniversalyy se
no escompatiblecon la estructurade estadiosadaconjuntamientaemite, pues,
a un conjuntouniversalobjetivamenteexistenteindependientementge (antesde)
los conjuntamientosucesivogor estadios.

As, el s ngulode x, o sea{x}, el conjuntoqueabarcaa x y a nadam s, ser el
conjuntoz tal que todo ente,u, estal que z abarcaa u ssi u=x; todo enteu, del nivel o
estadioque sea;todo miembrodel ¢ mulo o conjuntode entesreales,pues.

LI vanos estaconsideraci nal problemade la existenciade eseconjuntouniversal,
la Realidad,al mamgen del procesode constituci n por estadiosLo abordar en la parte
final del siguienteapartado.esbozo
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84D Algunos Inconvenientesde ZF
ZF esunateor amatem ticafruct feray til. Peropresentasariosinconvenientes.

Uno de ellos esque no conservanadaque, de lejos o de cerca,se aproximea un
principio ingenuode comprensi n,a saber Existe el conjuntode entesquep'.

Otradesventajasqueno aceptaningunaclaseuniversal.Esm s: demu strasesn
ZF quening n conjuntoabarcaa todo.

Tampocoadmite ZF complementossi existierael complementade un conjunto
(e.d.la clasede entesno abarcadogor el conjunto),entonceda uni n de ambosser ael
conjuntouniversal.

¢ Sonbalad esesostres defectos,seg n lo aseverarlos adeptosde ZF? No. La
noci n decomplement@sunadelasm s b sicasenteor aingenuade conjuntos Esdudoso
gue valga consideraraproximaciones unateor aingenuaa teor asque no aceptenpajo
ningunaversi n, la existenciade complementos.

Y teor asques la aceptarsonlas de Quine,NF y ML. ¢Dequ privilegio gozan
la conyunci n, la disyunci n, el condicional,paraques vengaaseguradd#a existenciade
conjuntosespecificablesa partir de expresioneslenotadorasle conjuntos,con el empleo
de cuantificadoresgl verbo "abarcar y esostres functoresdi dicos, al pasoque estar a
prohibidoformar un denotadoen generalb con el empleode la negaci n?

Nadiebque yo sepab haaducidounargumentaconvincentgaraprivilegiardeese
modo a los functoresdi dicos y positivosen desmedralel negativo

M s gravetodav aesla falta de cualquierprincipio generalde comprensi n.Una
teor ade conjuntosque s lo tienees ML de Quine. Cierto que en ella viene, a cambio,
sacrificado B o, mgor, restringido o matizadob €l principio de abstracci n. Existe el conjunto
de entesquep.

¢, Quiereesodecir queesun conjuntoques lo abarcaa todoslos entesquep? No
forzosamenteEl enteas o0 as' puedeserunaexpresi n denotativasin que por fuerzael
entedenotadagpor ella tengaque ser exactamenteas o as ; puedeque sealo suficiente-
mentepr Ximo aseras 0 as comoparamerecewenir considerady apodadoel enteas
o as'. (Quenuestrasactualedeor asde descripcioneslefinidasno prev n ni autorizaneso
esindicio de queno est n lo bastantdinamentepemge adas.) Me encontr conel portero’
b "Bueno,¢sabesflo esexactamentean portero?'(¢, Qui nnolo es?El portero.)Recu rdese
el debateDonnellan/Kripke,que,desdeesta ptica, podr areconsiderarsen parte.)

Tengoparam queningunateor ade conjuntosesaceptablesi no contieneo alguna
versin, quiz atenuada matizadatantodel principio generalde comprensi ncuantodel
de abstracci n, 0, a falta de eso,aproximacionesl unoy al otro principio en forma de
postulacionesle casostan numerosogy variados,tantodel uno cuantodel otro, comosea
posiblesin incurrir enincoherenciap al menosapunteen esadirecci n.

No sucedessocon ZF. Nadaquetiendaa un esquemageneralde comprensin.Y,
enlo tocanteal de abstracci n,s , irrestrictosalvocon estarestricci n: la pr tasis "si existe
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el conjuntode entesquep'. ¢ Noser amejor dejarcaertal pr tasis y, a cambio,debilitaro
restringirde otro modola ap dosis?

O, en lugar de tenerun nico principio generalde abstraccin, ¢porqu no
aproximacionegarcialesal mismo, en una construcci n sistem tica sin pretensionesle
exhaustividad definitividad, abiertaa seguirpostulandootrasinstanciasm s del mismo,
en un procesode aproximaci n asint tica al ideal de la teor aingenua,procesocauteloso
y atentoparaevitar las paradojas?

Filos ficamenteesinaceptablainateor ade conjuntossinning n principio general
de comprensi n.Porlo siguiente Filos ficamentela nica raz n paracreerenconjuntoses
serrealistaen el problemade los universalesy, a la vez, extensionalistdde alg n pelaje).
(N tese que "universal'aqu no significalo que significa en "el conjuntouniversal’, sino
s lo esto:un entecompartido.tenidoo ejemplificadoen com n, por las cosascaracteriza-
bleso calificablesde ciertamaneracom n.)

Es decir, el nico motivo filos fico paraafirmar que hay claseso conjuntoses
pensarque ni el nominalismoni sus variantescomo el conceptualismason respuestas
adecuadaa la cuesti n delos universalessinoquehayalgoquetienenencom n los entes
de algunamanerasimilares,unasimilitud objetivaquelos une,que comparteny que ese
agoesb enalg nsentidointeresanteb extensional, 0 sea: un ente del mismo nivel ontol gico
(categorial)quesusmiembrosbcomparte conellosalgo, el existir, enel mismosentidode
la palabra’existirb y, adem s,enalg n sentidotiene unaentidadradicadaen la de sus
miembros.a saber:la diferenciaentredosuniversale® propiedadesienealgo quever con
un diferenteabarquepor sendagropiedadesle unosu otros entes;diferenteabarquegue,
esos , puedeconsistirenunadiscrepancianenosfuertequela queexigeel principio cl sico
de extensionalidadpuedeconsistir simplemente,en que no abarquena cualquierente
ambasen la mismamedida.(De esode las "'medidas'o los gradosen seguidadir unas
palabragm s.)

Sin principio de comprensi n no puedeuna teor a de conjuntosarticular una
concepci nrealistade los universalesni poconi mucho.Y ¢qu si sedice que existeel
algoencom n compartidoportodoslos n meros naturales el algocompartidgpor los que
tienenriquezasmasno el algoencom n compartidopor los entesqueno tienenriquezas?
iNo, no! El que en un idioma existaun monemaacu ado parasignificar o denotara una
propiedado claseno escondici n necesariale existenciade un conjunto,ni sufalta esni
siquieraindicio de tal inexistencia.Casi todaslas expresionesdenotativasde claseso
propiedadeson perifr sticas o sintagm ticas.

Otraraz n m s paraecharde menosun principio generalde comprensi no una
aproximaci nal mismo, o siquieraunaseriede talesaproximacionesel vocabulariode ZF
esel delal gica cl sica, paup rrimo. No seprev n en esateor alos gradosni los matices
al ticos.

Por ello resultasumamentedif cil articular una interesanteteor a de conjuntos
difusoscomounaextensi n de ZF. Porgueen unateor ade conjuntosdifusosnecesitar a-
mos, p.ej., dadoun conjunto,x, reconocela existenciadel conjuntode entes,z, talesque
z esm s bien pertenecienta x; el de entes,z, talesquez esun pocopertenecienta x; el
de entes,z, talesque z es, hastacierto puntopor lo menos pertenecienta x; el de entes,
z, talesque z estotalmentepertenecienta x. Etc.
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Queeso(engeneral)no eslo mismoqueel conjuntode entesgue pertenecera X
y le perteneceras , 0 as . El vocabulariode que hemosmenesteparaformar expresiones
denotativass esinfinito, seguramenteY ningunaextensi n plausiblede ZF puededarnos
nadasatisfactorioal respecto.

Igual pasaconfunctoresdi dicos. Necesitaremog.ej.,junto ala meraconyunci n
'y' otros functores conyuntivos, como un ms insistente o interactivo functor de
superconyunci n,'no s lo% sino tambin'. Adem s del mero condicional,habr otros
condicionalesen alg n sentidom s fuertes,0 ms estrictos. ¢ Ser, entonces,preciso
multiplicar axiomastan ad hoc comolo sonel del potencialy el dela uni n paraatender
a por lo menosalgunode esosnuevosfunctores?

(Comoel modusponensde unosesel modustollensde otros,no faltar quienvea
en esteargumentoun motivo pararechazaitos enriquecimientogjue ofrecenlasteor asde
conjuntosdifusos.Perodudo que searazonablesemejanteconservadurismo.)

Y esquehay alternativasAun dentrode un enfoquebrotadode la | gica cl sica,
est n lasteor asde Quine,NF y ML. Ambasposeermprincipiosgeneralegsle comprensi n.
La una,NF, demasiadaestringido(con el requisitode estratificaci n); peroentodo caso,
no comounameralista de axiomasad hoc queeslo quepasaen ZF.

Por lo cual es perfectamenteviable, sali ndose del angostorecinto de la | gica
cl sica y disfrutandode la nuevaabundanciale recursosgjueofrecenl gicas multivalentes,
articularunateor ade conjuntosdifusosseg n las pautasde NF.

Laotra,ML, tieneunesquemalecomprensi nirrestricto(al menoses se unmodo
de entendely describirel sistema) restringiendca cambioel principio de abstracci n;en
excesdambi n (deello resultaunadificultad redhibitoria);pero,parael problemagueahora
estamosbordandogsoesmamginal. Teor asde conjuntogdifusosqueseanensanchamientos
de ML de Quinelas hay (Unade ellasvino expuestaen mi tesisdoctoral,hacediez a 0s;
otrasen libros y trabajosposteriores.)

Estribala importanciade esacerraz n de ZF paracon cualquierdifusificaci n de
los conjuntosbal rev s delo que sucedecon teor asarticuladascon las axiom ticas que
respectivamentearacteriza@mNFy MLD enque,adiferenciadeestosltimos sistemasZF
escl sico hastala m dula, de maneraconsustanciaé irremediable.

fchasede ver esoen que en ZF By enla concepci niterativa que le sirve de
sem nticab un conjuntovieneespecificadgor abarcaresto,aquello,jlo dem s all, y por
no abarcaren absolutoa nadam s. Es una concepci n, no exactamenteenumerativao
conjuntacionalno, pero,esosi, extensivistale los conjuntos.En esesentidole va bien el
principio de extensionalidacen su formulacin m s r gida. A tenor de eseenfoque,no
cuentanparala pertenencia un conjuntolos grados;ni los del estardentrodel conjunto,
ni los del estarfuerade |.

Por el contrario, una concepci n de los conjuntosque vea a stos como los
universalesn rebusblos entescompartidogor aquellascosasqueseancaracterizablesn
com n de cierta manerab, una concepci n que, como consecuenciale ello, reconozca
esquemagie comprensi n muchom s amplios, estar abiertaa que, por la ampliaci n
ulteriordelvocabularioconlaintroducci n defunctoresdematizal tico (congraduaciones
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tantoen la afirmaci n cuantoen la negaci n), quepareconoceta existenciade conjuntos
gue,aunteniendolos mismosmiembros,no los tenganen la mismamedida.

A tenor de eso, el principio de abstracciny el de extensionalidadrecibir n
modificacionescomom nimo el reemplazalel bicondicional'ssi' (‘siy s lo si') Bque tan
s lo requiereverdad(en uno u otro grado)de ambascl usulas, o, si no, falsedadtotal de
ambasb por un functorm s estrictode equivalencia: enla mismamedidaen que'.

Un conjunto zermelianoes algo que s lo tolera que un ente vengatotalmente
abarcad@or | o queno vengaen absolutoabarcad@or |. La concepci niterativaas lo
requiere.No valen maticesni grados.No s lo por el c Iculo cuantificacionalsubyacente
(esopasatambi n conlas de Quine),sino por la (putativa)entidadmismade los conjuntos
y su ginesis

Nitimo problemacon ZF: la ausenciade claseuniversal.Si es verdaderaZF, es

verdaderocadauno de susteoremasges, pues,verdaderoentoncesjue no existe ning n
conjuntode todoslos conjuntos;si esey los dem s asertosde ZF sonverdaderoga secas),
esquela Realidadesunodelos modelosde ZF; la Realidadesel conjuntode todolo real;
ste es (si es verdaderaZF) tal que no abarca,pues,todo lo real. Por el principio de
abstracci n (de ZF), si existe “xp, *xp abarcaa x ssi p; por ende,si es verdaderaZF,
entoncessi existela Realidad, sta abarcaa todo,inclusoas misma.Luego(siguiendola
verdadde ZF) no existe la Realidad.Luego no hay ning n modelo de ZF que seala
Realidad.Luego ZF no esverdaderaNo puedeserverdadera.

Este sencillo agumento es tan decisivo que asombraver ¢ mo tratan de
escabullirsecasicon subterfugiosalgunosadeptogle ZF. Porque silo quereplicanesque
sos son problemasmetaf sicosen los que ellos no entran, jbien! Est n en su perfecto
derechobaunque a uno le puedaparecerun poquit n fr volo eseencogersale hombros
(comosi enel fondo no fueranmetaf sicodos otrosproblemasie la matem tica).Pero,en
fin, esleg timaesaactitud de especialista.

No es soluci n correctael decir, como muchasvecesse hace,que en ZF las
variablestienenun campode variaci n restringidoa conjuntos,siendodiferenteconjunto
declase(todoconjuntoser aunaclasemasno ala inversa).No porqueseall cito inventarse
esedistingoartificial, o cualquierotro, no, sino porqueZF no dice que susvariablesest n
as restringidas.Claro que cabe «traducir» ZF a otra teor a (p.ej. NB, la de von Neu-
mann-Bernaysjletal manerague sta resulte,cono medianteesatraducci n, unaextensi n
conservativade la primera,y en el resultadose postulealg n g nero de aproximaci nala
claseuniversal(queeslo quepasaen NB). Peroentoncesgde serverdaderasaotrateor a,
lo verdaderano escadaunodelos axiomasoriginalesdela teor a«traducida»sinotans lo
la peculiar versin del mismo que brinda la teor a receptriza travs de la funcin
traduccionalen cuesti n.

Que no es pocacosala relecturade las variablesirrestrictasde unateor acomo
variablesde ciertotipo (o suertg particular enotra,0 comovariablesrestringidasseg n el
procedimientcdhabitualde ensanchalas cuantificacioneg Todo estal quep' pasaa Todo
ente,x, estal que,si x esas o as, p'). En cualquierade los doscasosbpero desdduego
sobretodoenel segundob,lo quesehahechodistade seranodinoo inocuo;as quedecir,
seg n escostumbreque NB es unaextensi n conservativade ZF, esen el mejor de los
casosinducir a enga o sin querer;porque,a lo sumo, esopodr decirseparael primer
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g nero de traducci n, o seaparaunade las versionesde NB, la que es presentada&omo
teor aplurisortal(queeslo quehizo Bernays,a diferenciade la presentaci noriginariade
von Neumann).

Es a todos los efectos util simo el recursoa ese g nero de traduccioneso
proyeccionegle unateor ade conjuntosen otra que, en cierto sentidoal menos,seam s
potente.Abre los horizontesa indagacionege rico-mod licas interesant simasel g nero
de investigacionesle modelosinternos(inner model$.

Lo nico maloeslainterpretaci nque,quiz torcidamentepuededarsedeesopara
(mal)respondea un problemafilos fico, metaf sico,comoel reci n apuntadadel conjunto
universal.

Apartede que NB s lo postulaunaclaseuniversalque abarcanicamentea una
fracci n infinitesimal de lo existente;ni siquieraseabarcaa s misma,puess lo abarcaa
entesm s peque osqueella; entantoquela claseuniversalde ML de QuineBaunque no
seadeltodouniversalquenolo esb s abarcaamuch simom s, seaproximam s aseruna
clasecomosu propio nombreindica, la Realidad,el conjuntode todo; y, por su parte,NF
s reconoceano s lo la existenciade la Realidad)a claseuniversal(enestesentido,quehay
guedistinguirde aquelenquesehablade los universales)sino que,adem s,reconoceajue
la Realidad,el conjuntode todo, es efectivamentain conjuntode todo.

¢, Notieneentoncesun partidariode ZF ningunamanerade tratarde responder la
dificultad metaf sicaque constituyeparasuteor ala ausencianecesariale claseuniversal?

Si, puedeintentarvariassalidas.Unaesrelativizarla relaci n deabarqueEn lugar
de un nico abarque,habr auna cadenainfinita de los mismos;y ZF tan slo dara
expresi n a uno de esosabarquesabarque

Conguela ausenciale claseuniversalser a nicamentela inexistenciade un ente
queabarque(zermelianamentgytodoslos entes Nadaexcluir aguehubieraotrosabarques
y que,o bienalgunode ellos fueracompatiblecon un abarcadouniversal,0 bien con esa
seriesetendieraasint ticamentea algo as .

Otrarespuestaiableser ala dequeun modelo,0 mejorunamodelizaci n,notiene
por qu comportarun conjuntodetodoslos entesgueintervengarenla modelizaci n, sino
tans lo la existenciade esosdiversosentes.

No meparecequeest n exentaglegravesnconvenientegsagdossalidasA ambas
las veo asediadagor dificultadesque me parecenredhibitorias.Pero, por lo menos,son
intentosseriosde afrontarel desaf om s arribaexpuesto.

Los partidariosde ZF har n bien, pues,en perseveraenla b squedaporlav a de
algoas comounade esasdossalidas.En esperade lo quenosofrezcan pareceque,hasta
agu , el balancefilos fico sobreel enfoquede los conjuntosen ZF no puedeser positivo.

§5D La Individuaci n de los Conjuntos y el Principio de Cimentaci n o:
Las Cuitas de un MatemUico en Catonia)

Curiosamentegl mejorargumentoa favor, si no exactamenteela teor aest n dar
ZF, siquierade algo de esalaya, esuno proferidoen a os m s recientespor nadamenos
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gue Quine:lasvariantesde la teor a est ndar al excluir clasesexentasde cimentaci n,

brindanun mejor criterio de identidado individuaci n de los conjuntosqueel que pueden
proporcionatas propiasteor asde conjuntosde Quine,puesen stasno seexcluyenclases
sin cimentaci n. Ya sabemogjue una clasecarecede cimentaci n si esun conjuntoque
abarcaa un conjuntoque abarcaa un conjuntoque..

Lasra cesde esepiropo queregalaQuinea la teor aest ndarson stas. Quineha
llevado una campa acontrala postulaci n de atributos o propiedadesentendidoscomo
universalesno extensionales;que, si son extensionales,no tiene sentido ninguno
diferenciarlosde los conjuntos.

Lo que ha reprochadoa esa postulaci n es que no brinda ning n criterio de
identidado individuaci n del g nero de entesas postulado.

Muchoshanentendidoesademandale un criterio de identidadcomola exigencia
de algo que aportecondicionessi no necesariasal menoss suficientesy, ala vez,ms
claramentecomprensiblesp previamenteconocibles,de suerteque seaposibleaplicar el
criterio en el procesocognoscitivo.

Quine,sinembago, hadeclinadocomprometersa estarpidiendotanto.jNo! Todo
lo que pide | es que se ofrezcaalg n tipo de aclaraci n de la identidadde los entes
postuladoenformade,o bienalg n racimode condicionessuficientesdeidentidad,o bien
algunode condicionesiecesariagy Pmejorb unodecadacosa(mejortodav a,esos , uno
deambosalavez),o Bpor lo menosy afaltadeesob aproximacionesello. Aproximacio-
nesinformativasen general,que no forzosamenten las aplicaciones.

O sea:noseest pidiendola conocibilidadpreviade aguelloquesirvade criterio,
sino meramente que el conocimiento del criterio® en ese sentido lax SSImob  ayude a entender
gu seao cmo y cundo sed laidentidadentreentesdel g nero que sequierepostular

Slo en esoestribanel impactoy la pretensi n del adagioquineano No entity
withoutidentity. Esm s: no seexcluyequelas aclaracionesuministradascabergirando
en un crculo. Como lo seal en una clebre respuestaQuine Bcontestandoa una
interpelaci n sobresusresistencias aceptarla noci n de analiticidadDb, | no seoponea
explicacionegjueala postregirenenunc rculo,contal Peso s B quedealg n modotodo
eseprocesocircular aportealgunaluz.

Y, no obstantegnlos Itimos tiemposhaido cambiandcel nfasis de Quinesobre
esepunto(y sobreotros).Sehaido acercanda la teor aest ndar y hatendidoa desestimar
suspropiascontribucionegeor tico-conjuntuales.

Otrosmotivoslo llevantambi n a ello, masel queaqu nosinteresabporque esel
guesehatraducidoenel agumentoevocadaal comienzodel presenteapartadobes se de
gue no se suministraning n criterio de identidadclaro con clasessin cimentaci n (con
clasesp.ej.,queseabarquera s mismas,puesevidentementesas sonno-cimentadas).

Mas, ¢, porqu no?Si el criterio queseest pidiendoes meramentelgo comoel
g nero de explicacionegjue bamosindicandopocom s atr s, entoncedodo principio de
extensionalidaduministraun criterio. Y Quine no se desdicede eso.Peroahorarecalca
algo ms. Busca, en lo posible, un criterio en un sentido ms fuerte. Lo lleva su
preocupaci npor problemagpsicogen ticodPqgue vienedelejosy alcanz suapogecenThe
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Rootsof Refeencd® a preguntarse mo sellega a elaborary comprendela nocin de
conjuntoby , conello, la deidentidadentreconjuntos por el famosoadagioreci n citado.

Y es en ese andar en pos de las races, los engendramientogle nuestras
adquisicionescognoscitivaso simplementedox sticas, dondeempiezana semej rselea
Quine demasiaddaxaso modestasusanterioresdemandasNo bastar ya con decir que
Axp="xq ssi" x(p ssiq) Baparte de que eseprincipio no vale en el sistemaML.

Eso ser informativo y aclaratorio, pero puede que no facilite el g nero de
informaci n queesmenesteen el procesode aprendizajede la noci n de conjunto.Claro
gue podr auno aprenderprimero esanoci n con aplicaci n a clasescimentadas/ luego
extrapolarAlgo as parecesosteneQuinea menudo;pero ltimamente ve dificultadesaun
en eso, ya que la extrapolaci n correr ael riesgo de constituir un salto o una ruptura
ileg tima.

Comprenddos escr pulosdeQuine.Y notengonadamuy satisfactorico definitivo
gue ofrecerparaeseg nero de indagaci n psicogen tica.No es que creaque la misma
carecede inter s o pertinencia;simplementees algo paralo quelos fil sofos no solemos
estarbien equipadosy que me pareceestartodav aen mantillas.

En cualquiercaso/o quevoy ase alaresqueZF no est encondicionesleofrecer
nadapositivo al respecto.Y quela nocin de clasesno cimentadasparticularmentede
clasesqueseabarcam s mismas,esde sentidocom n.

Que ZF no puede resolver ese problema es un corolario inmediato de las
tribulacionePque expusimoenel Apart. 1D deesesistemaconrespectalosindividuos.
La existenciade individuos es inconciliablecon la versi n est ndarde ZF. Entiendopor
individuos, o entessingularegme parecepreferiblellamarlosas ), entesque sean:

1é)o bienentesques lo seabarquera s mismos(tal esel sentidoque sol adar Quinea
“individuo);

28)0 bien entesque abarquera suspartes,las cualesabarquera las suyas,etc. bas al
infinito 0 as hastaentessin partesque seanindividuosen el sentido(1);

3é)o bien entesque no abarquera nadaperodifieran de é, la clasevac a.

La versi n est ndarde ZF excluye (3), (2) y (1). Una versin de ZF, como la
originariade Zermelo,que acepte(3), pagar el enormeprecio de abandonael principio
de extensionalidadsalvo enunaversin aguaday m s complicadab y el del potencial
bidemb, tenerquepostularunaxiomam s (la existenciade€); y, peorquetodoeso,tener
gue introducir un predicadomon dico primitivo adicional parael que no cabr aportar
dilucidaci n alguna.Podr ser’indiv', y entoncesun conjuntoser aun ente,x, tal quefuera
falsoindiv(x); o, al rev s, "conj, siendoentoncesun individuo un ente,x, tal que seafalso
conj(x). Da igual, desdeluego. Ninguno de los dos compromisos«ideol gicos» (en el
sentidode Quine)nosayudaa entendemejor la realidad.Cualquierade ellos esel recurso
a un birlibirloque Bs lo que jno seesperede | otra gananciaque la de permitir que el
sistemamarchesin negarquehay «individuos»,0 seaxalgos»queno sonconjuntos aunque
no sabemogle ellos nadaquela teor anosayudea conocer!

Pero,adem s,essospechosg hastaesp reaesadicotom aentreindividuos,o entes
singularesy conjuntos. Arrancael modoteor tico o sistem ticode expresarséel contexto
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del hablanormal, e incluso de la del cient fico no matem tico; en sta sonconjuntoslos
reba os, las cordilleras,las dunas,los poblados,los ej rcitos, los ajuares,Jos acervosde
datos,etc. Y, no obstante,son tambi n entesespaciotemporaleg que sufreny ejercen
acci n causal.

Por ello par cemelo mejor identificar a un entesingular Ben un sentidot cnico

m s restringidoD conuno cuyo abarqueseatransitivo;as unamesaabarcaa suspartesyy
alaspartesde suspartesgetc. (o bienhastael infinito, o bienhastapartecillasat micas cada
unadelascualesseabarqudanslo as misma).Masestanoci n deindividuo, lo mismo
gue la de Quine o cualquierotra, es incompatiblecon ZF. Aunque es muy de sentido
com n. (Comoun entesingular en esaacepci n, esaquelparael quela relaci n de todo
a partescoincidecon la relaci n de conjuntoa miembros,un enteas tambi n seabarcar
as mismo.)

Conlo cualseganar el poderdecirqueesun conjuntounaduna,e.d.un ¢ mulo
degranosdearenacadaunodelos cualesesun entesingular Y similarmenteparareba os,
ajuaresmobiliarios, enjambrestc.

No sonlos entessingularedos nicos que,veros milmenteseabarcaras mismos.
Lo hacetambi n la claseuniversal si existe(enZF, desdduego,no puedeexistir). Tambi n
la clasede todaslas clasesde m s de doselementosEtc.

Perovamosaver bal mamgende eseg nero de clasesb unacuyo descubrimiento
revelala quiebradel enfoqueiterativo de la «formaci n» de los conjuntos.

Pongamogjue en Catoniaestipulala Ley de Impuestosque cualesquieravarios
contribuyentegjuecompartarel mismodomicilio forman,juntos,unc mulo o conjuntocon
el mismo domicilio com n a susmiembros;y queesec mulo es,a todoslos efectos,un
contribuyentam s, anoserqueest incluido enotro quetambi n seaun contribuyenteEsta

[tima cl usula dereservaest introducidaparaevitar unaexcesivacamgafiscal; la de que
los ¢ mulos seandisjuntosbeneficiar a paresde parejasgjuevivan juntascompartiendao
s lo techosinotambi n un miembro(unb gamo,digamos:Catoniaespluralistae indulgente
en materiade costumbres).

Enlac/ Ctulo Né1, 1éizq., de la capitalde Catoniaviven Z simo y Fabi n. Al
ser promulgadaesaley, empiezana reflexionar sobrea qu venganpor ella obligados
(¢ cu ntasdeclaracionederentadeber ncumplimentar?)Conquehabi ndosehechounl| o,
acudena un vecino, profesorde matem ticas.

fste creea pie juntillas en ZF. Lesdice:

Segn la versi n estndar de ZF no exists; pero voy a retrotraermea la versi n
originaria de Zermelo (modificando, pues, los axiomasdel potencialy de extensionalidad,
postulandel axiomadeexistenciade é, y acu andoel predicadgrimitivo, sinextensin, “conj).
Pueshien, comosoisindividuos,y los individuosno tienenmiembros(no abarcara nada),cada
unodevosotroses,desdduego,disjuntode cualquiercosa,conjuntoo no conjunto.Juntosform is
un conjunto,{Z simo,Fabin}, queser un contribuyentesalvosi sedemuestrajueest incluido
en otro contribuyente.Pero, ¢por qu iba a estarlo?Como uno cualquierade vosotros,p.€j.
Z simo, es disjunto de cualquierente, ser disjunto del conjunto reci n formado; luego otro
contribuyenteser {{Z simo,Fabin}, Z simo}; que esteconjuntoni incluye al anteriorni est
incluidoen I; similarmenteptrocontribuyenteser {{Z simo,Fabin}, Fabi n}, porid nticaraz n.
Y, paracadauno de los contribuyentesconstruidoshastaun momentodado de esamanera,c,
habr otros dos contribuyentes{c,Z simo} y {c,Fabin}. Luegoestissenc/ C tulo 1, 18izq.
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infinidad de contribuyentesOs toca, pues,cumplimentarun n meroinfinito de declaracionesle
renta

Los infelicesZ simo y Fabi n, al o r eso,deciden,desconsoladamentppnerfin
asuvidaencom n.

¢,Qu hubierapodidodec rseleslesdeotraperspectiva®n primerlugarqueunente
singularesel conjuntode suspartes,incluido | mismoentreellas.ConqueZ simo no es
disjunto de {Z simo,Fabi n}. Perovamosa suponerno obstantegues lo sea;vamosa
suponerque un cuerpoes el ¢ mulo de suspartespropias,o seade las partessuyasno
totales.As y todo, hay otra posibilidad;y esla de queexistaun ¢ mulo ¢ = {Z simo,Fa-
bi n,c}. Comoesec mulo no esdisjuntoni de{c,Z simo} ni de{c,Fabi n}, sinoque stos
est nincluidosencbal igualquetambi n est incluidoenc{Fabi n,Z simo}D, resultano
s lo queningunode esosotrosc mulos esun contribuyentebsi lo escb sinoqueadem s
B nuevamente suponiendo que ¢ seaun contribuyenteb ninguno deellos, d, ser tal que{c,d}
tengaque serun contribuyente.

Por consiguiente,como no puedehaberuna infinidad de contribuyentesen un
domicilio (el Estadosearruinar aproporcionandosin fin, formulariosparadeclaraci nde
renta),lo nico sensat@spensargueexistec y quec abarcas lo aFabin,aZ simo y al
propio c.

Esec mulo, c, es,pues,lo quesueledecirseen Catonia amboet uterque',ambos
individuos unidospor el enlacem s el enlaceentreellosy consigomismo. (Si se quiere,
tendr n queestampatresfirmas: cadaunola suyapor separady unatercerahechguntos.)
El Fiscorecibir, pues, nicamentetres declaracionesle rentade c/ C tulo 1, 1éizg. En
beneficio de todos, pero con especialsolaz de Fabin y Z simo. (Vide infra, final del
apartadcsiguiente.)

86D La L gica Combinatoria

Constituyela | gica combinatoriaun intento de alternativabastanteradical en la
concepci nde los conjuntos.

Cl sicamentese distingueun conjunto,x, de su funci n caracter sticae.d. de la
funci n f tal que paracualquierente,z, f(z)=1 (la Verdad)si z viene abarcad@or X, Y, si
no, f(z)=0 (la Falsedad).

Paraentenderla | gica combinatoriaconvieneidentificar a cadaconjunto bo,
digamosmejor, a cadadeterminaci nb consufunci n caracter sticagonunadiferenciay
es que ha de desecharseesa bivalenciade la funcin caracter stica,a favor de una
plurivalencia,quiz infinita.

En | gica cl sica hay unafronteraabsoluta,categorial,entre entesdenotablego
representable® lo quesea)por oracioneso f rmulas, y otrosg nerosde entes.En | gica
combinatoriano.

Categorialment@o hay fronteras.(Lo cual no excluyeque hayadiferencias;pero
no categorialesp sea:no talesquelo quetengasentidoafirmar o negarde un entede una
de las categor asio lo tengade uno de otra categor a.)
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As pues,cadaentepuedeserconsiderad@omoun individuo,y comoun conjunto,
y comoun hechoo estadode cosas.Si se quiere,un mismo signo puedeserle do, seg n
los contextos,como un nombrey como unaoraci n; en el segundocaso,a adi ndose el
verbo (sobreentendido)es verdadero' (o, quiz, ‘existe', si identificamosla verdad
ontol gica con la existencia).

Congue nuestra sintaxis combinatoriaautorizar como signo cualquier concatenaci n
de signos.Y cadasignoser unaoraci n, unaf rmula bienformada.

Unal gica combinatorigendr entresussignosprimitivos unoscombinadorestin
combinadorser un signo # que, prefijadoa un cierto n mero de signos'p', q','r ', %,
constituir una frmula demostrablementequivalentea otra en la que ya no est esa
ocurrencianicial de '#' y, encambio,s lo aparezcarmombinacionesgirectaso indirectas,

de esosotrossignos p','q’,'r ',% (no forzosamentale todosellos).

(Las equivalenciagen cuesti n valdr n o bien irrestrictamenteparacualesquiera
signosp', 'q', r'%, obienbque eslo quesuceden s amenudenCDP condeterminadas
restricciones.)

Un modomuy elegantedeintroducirlos combinadoregspostularcomoprimitivos
tanslo dos:Sy L. Sser tal quepara(todoso muchos)p,q,r: Spgr=pr(qr).

(Nuestrad rmulas sonasociativahaciala izquierda: abc' abreviaa "(ab)c'.)
L ser tal que,paracualesquierg, q: L pg=p.
Con esosdos sedefinen stos otros:

D (tal que Dpqr = p(qr));

G (tal que Gpgr = praq);

W (tal que Wpqg = pqq);

e (tal queepg=qp);

1 (tal que 1p=p:1 esla Verdad,o la Existencia;que, por cierto, resultaserlo mismoque
la relaci n de abarcar

S es un operadorde voz media (p.ej. si x=desear u=tener xito, z=Macario,
entoncesSxuz esel hechodequeMacariosedeseaxito Do seaquedeseaupropio Xxito).

W es un reflexivizadordirecta e esla pertenenciaG esel conversor Y D esel
asociadar

Definimosluegoqu sea,conrespectoa unafrmula dadacualquierayr, y a otra
frmula, p, el abstractoder respectade p, | rp. Queser esto:si r=p, entonced rp=1; si
r no tieneocurrenciagen p, entonces rp=L p. Si no sedaningunode esosdos casos sino
guep esunaconcatenaci rsq,quecontienealgunaocurrenciader, entonces rp = Sl rdl rq.

Sivalieransin restricci n todoslos principiosqueseacabarde estipular la | gica
combinatoriaque estamosonstruyend@ntronizar aun principio irrestrictode abstracci n.
En efecto,probar asejue paracualesquiera&nter y determinaci nl rp (la determinaci nde
serun entetal quep, o el c mulo delos entesquep), valdr ala siguienteecuaci nl rpr=p
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(o seael que la determinaci nde sertal que p abarquea r eslo mismo que el que sea
verdadquep). Y deah deducir asda paradojade Russell.

Hay | gicas combinatoriasque tienen ese principio irrestricto de abstracci n,
acompa adadel principio irrestrictode comprensi n.Unade ellasesel sistemaQ de Fitch.
Slo queen ste la negaci n no escl sica. No vale en su sistemael principio de tercio
excluso.As , aunquese demuestran el mismoqueR (queabreviaal rN(rr) Bdonde "N
esla negaci n, 'no’) estal que:RR=N(RR),sin embago no se siguede ah ni queRR ni
queN(RR); porqueental sistemano valela inferenciap=Np F pUNp. (El signo U denota
la conyunci n (copulativa).)

Aunque sistemascomo se de Fitch me parecen constituir pasos adelante
extremadamentealiosos,y aunqueesdesdeluego considerablda ventajaque comportan
dereconocem la vez,irrestrictos,ambosprincipios,el de comprensi ny el de abstracci n,
sospechosin embago, queesdemasiad@levadoel precio,o seael sacrificiodel principio
de tercio excluso.

Adem s, si tratamosde articular unateor aqued cabidaa lo difuso, ¢noser
preferible, en lugar de abandonarel principio de tercio excluso,optar por un enfoque
paraconsistenteon tercio excluso,con no-contradicci n,perosin reglade Escoto(a saber:

p, Np |- 0)?

M s exactamentegn lugar de tenerunasolanegaci n, tenerdos: unad bil y otra
fuerteo cl sica. A cambio,habr querestringiralgunade las dos ecuacioneprecedentes
(acercade L y de S) con unaserie de cortapisasDe esamaneraresultaun sistema,el
c lculo de determinacione<D, que he expuestocon detalle t cnico en otro lugar (en
«Consideracioneos ficas sobrela teor ade conjuntosil», ContextodNé12, Universidad
deLe n, 1989).

Ya paraterminarestearticulo,voy aenumeraalgunosdelos rasgosle esesistema.

1) Estribala diferenciaentrelas dos negacione®la simple o natural, N, le da 'no' a
secasy la fuerteo supernegaci n,&', le da ' no%s enabsoluto'o "esdeltodofalso
que'® enqueparala primeravalenestadeyes(donde ® ' esla implicaci n que
selee’s lo enla medidaenque’, 'E' esel condicional,queselee’s lo si', "U la
disyunciny ‘U la conyuncin; « ' esla equivalencia’en la mismamedidaen
gue’): sonteorem ticoslos esquemas:

PUNp, N(pUNp), pUg« N(NpUNG), pUg« N(NpUNG), p« NNp, p® g« (Ng® Np).
No lo son,en cambio:

PEGE(NGENP), pUNpEGQ, pE(NCED).

Al pasoque parala segundavalen estosesquemaseorem ticos:

PEQE(ZAEDp), PE(DpEQ), DpE(pEq), PEGZp, DPpEp, pUZh, B(pUp),
G(pUg)« (GpUc), Gpucn«d (puUg).

Mas no valen stos (no sonteorem ticos):

p«@D p (s vale pRBDp, pero no el rec proco), pUg«d (TpUDFq) (vale la
implicacin del miembro derecho por el izquierdo, mas no la inversa),
pUg«@ (PpUan) (idem). @' es,ensuma,la negaci n cl sica.
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2) En CD vale la mitad implicativa del esquemade abstracci n,a saber:| rpr® p. Vale
inclusootraversin m s fuerte de esamitad implicativa de tal principio, a saber:
| rprE(l rpr« p).

3) En CD valenmuy numerosoy diversoscasosdel esquemaec procoal anterior o sea
muy diversos casos del esquemaequivalencial de abstraccin | rpr« p. La
axiom ticade CD esla deun sistemaabierto,inacabadosusceptiblele enriquecer
secon ulterioresaproximacionesl esquemayeneralde abstracci n.

4) En CD vale el esquemade comprensi ncon s lo unarestricci n. Form lase as tal
esquemakxistel rp o bien | rp=0 (donde 0' es una constantedefinida que no
denotanadabo, si sequiere,quedenotar da Falsedadabsoluta).

5) En CD vale unaregla de extensionalidacjeneralizadeo debilitadaque es sta (las
variablesvienenintroducidasen CD comosignosdefinidos):xz« uzU(x0« u0) F
X=U. (Si esmenesteel segundaconyuntode la premisaesporqueunadetermina-
ci n esalgoque,cuandosele daun argumentoalgo existenteJe hacecorrespon-
derun valor, o ninguno,mientrasque,cuandova a tomar argumentosin que nada
le vengadadoa titulo detal, entoncegpuedequepor s misma,espont neamente,
hagacorrespondera tal (o antetal) falta de agumento,un cierto valor.

Por eso,en CD no existening n ¢ mulo absolutamentéulo, o sealL 0
(=l x(0)) es absolutamenteanexistente (es =0). Lo cual, dicho sea de paso,
constituyeuna gran ventaja,puesun ¢ mulo o conjuntoabsolutament&ac o es

algoques lo sugestion ndosdlega uno a aceptarComolo dice Geach(en Logic
Matters p.231):

Ahora bien, si una clase es constituida como teniendo ciertos miembros, ¢c mo
podemosllegar a una sin ning n miembro, como habra de serlo la extensin de
cualquier conceptovaco? La clase nula vino introducidaen | gica por Boole y
Schroedercon documentacin falsa, como la clasea la que nos referimosal usarla
palabra’nada’; demasiad@ menudolos libros modernosdel gicaorillan la dificultad
conunamezclade sof sticay trampantojoSi usamosclase'y “miembro'ensusentido
ordinario,no puedehaberningunaclasecarentede miembros.

Desdeluego no esdecisivoeseargumento.Y, por otro lado, mayor ser
sufuerzasila concepci nde conjuntoquetengauno esextensivistaenla vecindad
de la conjuntacional(que es lo que aspiraa hacerla teor a est ndar con su

«concepci niterativa»).As y todo, paracualquierconcepci ndeconjunto,la clase
absolutamentaula esun engorro.

6) PuederdefinirseenCD traduccionesle sistemagl sicos, comoZF. Sinembago, sendas
traduccionegle talesesquemaso son siempreteorem ticasen CD. Puedenno

obstantepostulars&eomoaxiomasadicionalesaunquenicamenteparaalgunasie
esastraduccionesno paraotras.

7) CD esunateor aaxiom tica de conjuntosdifusos;la cual puedecontribuir a encontrar
mejoressolucionesparalos sorites(la paradojadel mont n y otrasde la misma
ndole) que las que, tan estipulativamentarbitrarias,quierenimponersedesdela
| gica cl sica: si un ¢ mulo de 99! granosesun mont n, y, cuandoun ¢ mulo
de n granoses un mont n, tambi n lo esuno de n-1 granos,entonceshastaun
¢ mulo vac o(la clasenula)ser unmont n. Respuestano hay claseabsolutamen-
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te nula(vide supra,5)); porlo dem sel razonamient@scorrecto:hastaun c mulo

de un granoesun mont n. Perode quelo seano sesiguequelo seaental o cual
gradodeterminaddni, menos,quelo seaenunamedidatotal, del 100%D, sino
slo eso:quelo es,punto;quelo es,acasotans lo enunamedidainfinitesimal.
Porque, si p, entoncesy' esverdadcon tal que o p seadel todo falsao g sea
verdadergen la medidaque sea).El modusponens(pEg, p |- g) no conserveel

gradode verdadde las premisasbo, m s precisamenteno conserveel gradode
verdadde la segundgremisa,la menob, sinoquetanslo conservaa calidad
mismade verdad.

8) Unainterpretaci n«intuitiva» de CD seguir apautascomolas siguientesldentificamos
unarelaci n con sudominio;y, paraun entede esedominio, X, y unarelacin r,
rx ser laimagenporr del c mulo {x}, e.d.ser el c mulo de entesconlos que
guardex larelacin r. (As, sii eslaidentidad,ix ser el c mulo deentesid nticos
ax, o seael s ngulodex; unadeterminaci n,pues,ques lo tieneel propiox.) Una
determinacin intranse nte, no (propiamenteyelacional,ser entoncesin c mulo
z tal que paracualquierentex: zx (el venir abarcadoc por z) ser unc mulo que
slo seabarquea s mismo (cadauno vive su vida, mueresu muerte,andasu
caminar etc.: acusativointerng). Cada ente viene identificado con su propia
existencia:1x=x. (O sea,tambi n, con su propio abarcare.d.con el c mulo de
cosaspor | abarcadas.)

9) CD no esun sistemaecursivamentaxiomatizable(Porlo tanto,y envirtud delteorema
de Craig: su axiom tica no esrecursivament@numerable.PD bese esoa ciertos
postuladoslisyuntivosdela forma Paracualquierf rmula p, 0% p esunteorema,
0, Si no, ---p es un teorema’,con determinadossignosen lugar de esospuntos
suspensivoy guiones.

As pues,CD no est enel campode aplicaci n del teoremade G del de
incompletabilidadde sistemagjue contengaria aritm tica.

10) En CD vale el axiomade elecci n paraun ¢ mulo, B, queincluyenoslo aw (el
¢ mulo de n meros naturales)sino a algo que es, probablement®aunque aqu
estoys lo conjeturandobun ¢ mulo, cuyacardinalidades un puntofijo parala
funcin X de n meros cardinalescadauno de los cualeses,tambin |, un punto
fijo deesafuncin (o un puntofijo dela funcin I si esqueambassonid nticas
comolo dicela hip tesis generalizadael continuo).Dicho ¢ mulo, B, vieneenCD
reconocido como bien ordenado;y, adem s, como un ¢ mulo todos cuyos
miembrosy subc mulossonentesinsegregables) sea:entes, que,conrespecto
acualquierc mulo | rp, cumplanla ecuaci nl rpr=p;adem s,unodelos postulados
deCD afirmaque,o bienp esun combinadoienel sentidode esapalabradefinido
m s arriba,a comienzogdel tercerp rrafo del presenteapartado), si no, p esun
enteinsegregable lo si tambi n esun ¢ mulo universalmentagregativoge.d.un
c mulo | rp tal que, para cualquierr, | rpr=p. Tanto los miembros como los
subc mulosde B sonuniversalmenteagregativos.

11) Los n meros naturalesvienendefinidosen CD como combinadoresspecialeso, el
n mero cero,esun combinadortal que,paracualesquiera&ntesx, z: 0xz=z.1, el
n mero uno, es la Existenciao Verdad,o sea:1x=x (y, por ende,1xz=xz).2 =
| xz(x xz); conque2x = | z(x xz). 2(serbello) esla determinaci nde serun ente
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cuyabellezaseabella (algo que, seguramenteposeenbaungue no en la misma
medidaquiz B cuantontegposearbelleza);2i ser larelaci n entreunentedado
y sus ngulo(2ix ser, pues,el s ngulodel s ngulode x). 3z =1 u(z z(zu)):si z es
la relaci n de producir efectoso consecuenciasausalesgntonces3z ser una
relaci n queguardeun hechoconotro si ste es(conjuntamentejproducidopor el

¢ mulo deefectogconjuntamenteproducidogorel c mulo deefectogproducidos
por el primer hecho.Y as sucesivamentgLa negaci n natural,N, esun entetal

gueparatodo n mero naturalnon, n, nNN=N; paratodo n mero naturalparo cero,
m, mN=1.)

12) En CD demu strasegue (fuerade B) existenc mulos no universalmentegregativos
existenc mulos segregablegnparticularun c mulo quesesegregddes mismo)
as mismo,a pesarde cumplir la condici n de pertenencia s mismo:el c mulo
fuertementeussellianoR, o seal rd(rr). Estal que@d(RR), masdeningunamanera
(en ning n grado) RR. Pero,en cambio, por lo que hacea entesdenotadogpor
expresionesen las que no figuren ni '@ ni ®' ni ninguna ocurrenciadel
cuantificador™ ', demu strasequetalesentessoninsegregabley, por lo tanto,si
no son combinadoreqvide supra, final del punto 10), tambi n universalmente
agregativosUno de ellos esel originario de Russell,l xN(xx), queseabarcay no
seabarcaa s mismo. (Y quetambi n abarcapor cierto,a R; esm s: lo haceen
medidatotal, plenamente.)

13) En CD el c mulo delos entesquep essiempreel mayorde aquellosc mulos ques lo
abarquerentesque p.

14) Existeen CD un ¢ mulo absolutamenteniversal:L1 (quees=I x(1)): esun ¢ mulo
tal que para cualquierr el abarcara r esec mulo esla Verdadabsoluta.Por
consiguientesi CD escoherentgno delicuescente}jenemodelos;si esunateor a
verdaderauno de talesmodelosesla Realidad;y puededentrode CD formularse
unateor ade modelosapropiadgaraCD bque eraunadelastareasdelasquese
revelabaincapazla teor aest ndar

15) Adem s derelajarla extensionalidadl| sica medianteel principio de intensividad(que
vienerecogidoen la versi n de la reglade extensionalidad/ lida en CD bvide
punto5, m s arribab y quecabeexpresaas :cuentgparala identidado individua-
cin deunc mulo noslo qu cosasabarquesinotambi n cu nto abarquep deje
de abarcara cadaunade ellas), tambi n relajay matizaCD la extensionalidad
cl sica mediantaunaciertaintensionalidadasaberteniendaun operado(tensorial)
"B', quecabeleer Esafirmableconverdadque' o "Esverdadentodoslos aspectos
gue', queessimilar al operadorde necesidad! sico en un sistemamodalnormal
fuertecomoS5, perocon estadiferencia:la reglade G del (p -Bp) valeirrestricta-
mente en CD, al pasoque en el sistemacl sico S5 esareglaslo vale para
premisagjuesehayandemostrad@omoaxiomasenel sistemaEn CD, encambio,
no esirrestrictamentey lido el metateoremale la deducci n (porquep FBp y, sin
embago, no esteorem ticoel esquemapEBp'). Poresomismo,heformuladopara
CD unareglay no un axiomade extensionalidad(Peroes demostrableen CD el
teoremade extensionalida@n estaversi n mitigadao moderadaa sabersiendo
™ ' el prefijo del cuantificadoruniversaly "$' el del existencialb:

" X,y$z(B(xz« yzU(X0« yO)E(x=Y)).)
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La identidadde los ¢ mulos o determinacioneslepende pues,de qu
abarquencu ntoy enqu aspectdo hagan(En particular podemosonsiderarue
los lapsosde tiemposonalgunosde esosaspectosle lo real. Conquedosc mulos
puedencompartirsusmiembros,nclusoenla mismamedidael unoqueel otro, en
un momento,sin serid nticos. Y un ¢ mulo puedetenerdiversosmiembrosen
per ododiferentesApartedequebijrecord moslo!® cuentartambi n los grados
de abarque.

16) En CD valetambi n estaotraenunciaci n,tambi n avecesdenominad®en suversi n
clsica, ms fuerteb “principio de extensionalidad'(que, sin embago, no es
teorem ticabya lo dije en el apartadoanteriorDb en el sistemade Quine ML):
B(" x(p« q)U(r« s))E(I xp=l xq) donder, s, difieren,respectivamentelep, q, s lo
por reemplazade las ocurrenciadibres de "'x' por sendasocurrenciage "0'.

17) En CD no puede(aparentementeprobarseen forma generalel teoremade Cantor
aunquesi se pruebaparacadac mulo abarcada incluido por el ¢ mulo B. (Se
prueban si, algunasversionesrestringidasgeneralesiel teoremade Cantor;p.ej.
pru baseunaversi n queseaplicaa cadac mulo cuyopotencialseauniversalmen-
te agregativo.)

18) No todo acercade CD sonventajas.Comparanda esesistemacon ZF resaltandos
cosaslLa primeraesqueCD esmuch simom s complicadolLa segundasquees,
tambi n, m s arriesgadomenosgarantizada@ontrala delicuescencié Post-incon-
sistencia)mmenosporquetalesgarant asseg n sedesprendelelteoremade G del,
sonsiempres lo relativas(y sedanpor grados).

A cambiode esoest n los beneficiosqueproporcionaCD. Pej., a cambio
delascomplicacioneslela teor al gica, pu deseobtenerunasimplificaci n dela
teor acient fica (y no cient fica) global; en verdad,con ZF no hay pr cticamente
c mo aplicarla teor al gico matem ticaa nada,salvoencogi ndosede hombros
antelo quediceliteralmentela propiateor a(enunaactitudficcionalista).Porotro
lado, el gradode peligrosidadde unateor a(lo arriesgadaque sea,afirm ndola,
arrimarseal precipiciode la delicuescenciagueleserdirectamentgroporcionalal
inter s delateor a.Comolo hemostradaenotro lugarbcoincidiendo conmuchos
autoregK. Lehreretc.)D el prop sito quem s hay queabrazamo esel de evitar
(minimalizar)el error, sino el de maximalizarel saber(minimalizarla ignorancia).

19) Para concluir, un punto jocoso. La hip tesis contempladaal final del Apartado
precedentele un c mulo ¢ ={c, Z simo, Fabi n} esformulabley no refutableen
CD (aunquaedesdduegotampocodemostrablea menosque CD seadelicuescente,
Post-inconsistente)Definamos ¢ como | x$y(" z((z=Fabin U z=Z simo U
z=y)Uyx)' Do sea:la determinaci nde pertenecea un ¢ mulo ques lo abarque:
aFabin, aZsimo y as mismo.Supuestajue Fabi n y Z simo sonambos= ¢
(esoser af cil de constatar)entoncessi sedala premisade quec seabarcaa s
mismo, ded ceseque c esexactamentégc, Fabi n, Z simo}. (Sin esapremisano
sepuededemostraquec abarcaa Z simo o0 aFabi n.) Conquesi bienessinduda
mejorablela legislaci n de Catonia, no habr, en ese asunto,ning n motivo
puramenté gico paraexigir la abrogaci ndelaley deimpuestosaunquepor otro
lado, ni siquieraeserecursoser amenesterpuestoqueni Fabi n ni Z simo sern
disjuntosde {Fabi n, Z simo}.



