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PreÚmbulo

Varios son los motivos por los cualesla teor÷ade conjuntosha ido granjeÚndose
la difusi�n y el prestigio de que goza (aunque,a la vez, hay que reconocerque estÚ
igualmentesometidaa lasembestidasdequienes,adeptosdel intensionalismo,juzganestíril
la teor÷ade conjuntosal menosparafines de vuelo suficientementealto).

El mÚsimportantedetalesmotivoseslo fruct÷feraquesehareveladotal teor÷ano
s�lo para formalizar ampl÷simossectoresde la matemÚticasuperior, sino tambiín para
ayudar, desdey con los instrumentosque ella aporta, a descubrircamposde estudio
matemÚticoenteramentenuevos, si bien algunos de ellos, como las historias de los
transfinitosinaccesiblesp.ej.,suenantodav÷aa muchoscomoversionescontemporÚneasde
la angelolog÷aareopag÷tica.

Conquela teor÷amatemÚticadeconjuntosÐque ensusinicios,al serpuestaenpie
por Fregey por Cantora fines del siglo XIX, parec÷acondenadaa una vida precariay
arriesgada,anteel alud de las paradojasque pronto se revelaronen ella y que llevaban
trazasde hacerlazozobrarlastimosamenteÐha ido logrando,graciasa axiomatizaciones
como la de Zermelo-Fraenkel(ZF en adelante)una estabilidady una en partemerecida
aquiescenciaentrelos especialistas.Mas s�lo en parte.

El prop�sito deesteart÷culoesel demostrarquefilos�ficamente la teor÷aestÚndar
de conjuntoses insatisfactoria,no (o no principalmente)por ser incompatiblecon las
«intuiciones»desesgointensionalista,sinopor un fallo much÷simomÚsgrave:porque,con
todo cuantose ha forcejeadopor inventarparaella unascredenciales,o unos t÷tulosde
legitimidadconceptual,quela hicieranrecomendablea fuer decimentadaenuna«noci�n»
deconjuntopreviaa la axiomatizaci�ny calificabledizquesin forzarlascosascomonatural
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o espont�neao «intuitiva»,de hecholas construccionessem�nticasqueaspirana articular
semejantenoci�n sonmeramenteeso,construccionessem�nticasformalesÐrigurosas,sin
duda,peroartificialestambi�nÐ, ya queno existeninguna«noci�n» presistem�ticacomo
la quequierenaducirsusadeptos;al pasoque,antesbien,esanoci�n (intrasistem�tica,que
nopresistem�tica)resultasospechosamenteh�brida,y acasosetratedeunengendroo apa�o
ad hoc.

Lo peorno eseso;ni siquieralo esel queno parecehaberargumentosfuertemente
convincentesa favor de la verdad de los axiomas de ZF; ni el que, aunquefueran
verdaderos,no podr�an permitir articular una teor�a de conjuntos que respondieraa
cuestionesfilos�ficas fundamentales.

Lo peorde todo esquela teor�ano puedeserverdadera,salvointerpretadade un
modono est�ndar.

Afortunadamente,hay alternativasa la teor�a est�ndar de conjuntosque Ðno
exentas,no,dedificultades,algunasdeellasbastantefuertesÐ meparecen,a fin decuentas,
preferibles.P.ej. lasteor�asdeconjuntosdeQuine,NF y ML. Mas,comodeellasmeocupo
en otros trabajosrecientesy algunom�s en preparaci�n,me limitar� aqu�, salvo alguna
alusi�n depasada,a abogarpor otraalternativaquejuzgom�s prometedorainclusoquelas
de Quine:unateor�acombinatoriade conjuntosbasadaen unal�gica no cl�sica.

§1.Ð Los Axiomas de ZF

Embarrancadaque estabala teor�a de conjuntospor el descubrimientode las
paradojas,fue el a�o de1908f�rtil ensoluciones.De un lado, la teor�aramificadade tipos
que se le ocurri� a Russellgraciasa ideasde Poincar�; teor�aque s�lo alcanz� su mejor
expresi�n en la 2ãedici�n de Principia Mathematica, en 1927(al echarsepor la bordael
axiomadereducibilidadque,enla versi�n primera,aguabala teor�ay la `desramificaba'por
decirlo as�).De otro lado, la primeraaxiomatizaci�nde la teor�ade conjuntosde Zermelo.

Hab�ansurgido lasparadojasde la teor�adeconjuntosdes�lo dossupuestos.Uno
era el Principio de Abstracci�n, a saber:que,paracualquiermatriz (o sea:f�rmula, que
puedecontenervariableslibresÐo sea,el equivalenteformaldepronombresterciopersona-
les), `p', es verdadlo siguientede cualquierentez: z viene abarcadopor el conjuntode
entesque p (por ^xp) en la medida en que sea verdad p', siendo p' el resultadode
reemplazaren las ocurrenciaslibres de `x' por sendasocurrenciaslibres de unaexpresi�n
que denotea z. El segundosupuestoes el Principio de Comprensi�n,a saberque, para
cualquiermatriz`p', existeel conjuntodeentesquep (y, porende,queesemismoconjunto,
^xp, es uno de los entesa los cuales se aplica el esquemaanterior, el principio de
abstracci�n).

Paraatajarlas dificultadesquesesiguende esosdossupuestos,Zermeloide� un
ingeniosoartilugio; lo esencialdel mismoestribaenabandonarel principio decomprensi�n
y reemplazarlopor una serie de principios de comprensi�n particulares,que vayan
estipulandopara casosaisladosÐcomo con cuentagotasÐla existenciade conjuntos
expresableso denotablesde ciertamanera,perono en generalde los dem�s. Al pasoque
semantieneel principio de abstracci�n,pero,naturalmente,restringidoa los casosen que
^xp exista.Su soluci�n fue completadaluego por Fraenkely Skolem;y esel sistemaas�
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completadoel querecibela denominaci�nde`ZF'. Voy a empezarpresentadoel meollodel
sistemaoriginariode Zermelo;del principala�adido deFraenkel,el axiomadereemplazo,
hablar� un pocodespu�s;sin embargo, la primeraformulaci�n quevoy adardelosaxiomas
zermelianosno es exactamentela originaria del propio Zermelo (en 1908), sino la hoy
est�ndar;luegopuntualizar� las diferencias,y dir� por qu� sedan.

Enprimerlugar, Zermeloabandonala pretensi�ndeenunciarunprincipioexpl�cito
deabstracci�n.Y esque,enverdad,lo quehaceesenunciarcadaunade las instanciasque
va poquito a poco estipulandodel esquemade comprensi�n de tal maneraque lleve
aparejadosu propio principio de abstracci�nÐo, con otraspalabras,de tal suertequese
asegure,para cadauno de los conjuntoscuya existenciase estipula,la aplicabilidadal
mismodel principio deabstracci�n.As�, lo primerodetodoespostularel llamadoesquema
deAssonderung(separaci�no desgajamiento),queaseguraque,dadoun conjunto,x, existe
el conjuntode aquellosmiembrosde x de los queseaverdadp (paracualquiermatriz `p')
y queesesubconjuntode x esun entez tal quecualquierentex vieneabarcadopor z ssi
x es tal que p. El esquemade desgajamientoes, pues,una fusi�n de una instanciadel
principio de comprensi�n con la correspondientedel principio de abstracci�n. Y esa
instanciaes�sta: envezdedecirseque,paracualquiermatriz`p', sin excepci�n,valenesos
dos principios (existe ^xp y ^xp abarcaa z ssi p'), en lugar de eso (el principio de)
Desgajamientodice queesoseaplicaa unamatriz p cuando�sta esde la forma `u abarca
ax y q', siendoÐeso siÐ `q' cualquiermatriz,mientrasque`u' esunavariablelibre; luego
secuantificauniversalmentecadainstanciadel esquemay resultaesto:`Paracualquierente
u, existeel conjuntode miembrosde u talesquep' Ðy esun conjuntoques�lo abarcaa
todoslos miembrosde u talesquep . El resultadode tal restricci�n draconianaacercade
c�mo debaser la matriz autorizadaen el principio de abstracci�nesqueno sepostulaya
engeneralla existenciadel conjuntodeentescon tal o cualcaracter�stica,sino �nicamente
el de, dadoun conjuntoqueexista,un subconjuntodel mismoqueabarquea aquellosde
susmiembroscon la caracter�sticaen cuesti�n.

Naturalmenteel esquemade desgajamientopor s� solo no permitir�a avanzar. De
ah� que Zermelo vaya a�adiendo otros axiomas. Uno de ellos es el del d�o: para
cualesquieradosentesÐid�nticos o diversosÐexisteel conjuntoquelosabarcas�lo aellos
dosÐy eseconjunto,comocualquierotro, cumplela condici�n quelo especifica,o sea,en
estecaso:la de abarcars�lo a ambosentesdados.Otro axiomaesel de la uni�n: dadoun
conjunto,x, existeotro queabarcas�lo a todoslos miembrosdealg�n miembrodex. Otro
axiomaesel del potencial:paracualquierente,x, existeel potencialde x, e.d.el conjunto
de los subconjuntosde x.

Esoscuatroaxiomasm�s el deextensionalidad(si dosentessondiferentes,esque
uno de ellos abarcaa alg�n miembrono abarcadopor el otro), m�s el de infinidad (seg�n
el cualexisteun conjuntoqueabarcainfinitos miembros,a saberel conjuntoqueabarcaal
conjuntovac�o, y que,adem�s,cuandoabarcaa un entex, tambi�n abarcaa {x} e.d. al
conjuntoquetan s�lo abarcaa x) constituyenel sistemaaxiom�tico de Zermelo.

A�adi�ronse despu�sotros tresesquemasaxiom�ticos; uno de ellos por Fraenkel
en1922,el dereemplazo,haceredundanteal dedesgajamientoÐque pasaa serun teorema
demostrable;otro, a�adido por Zermeloen 1930(peroun equivalentedel cual hab�asido
acu�ado por von Neumannen 1929 y de hecho ya en 1917 por Mirimanoff Ðquien
aparentemente,y seg�n Hao Wang,constituy� unaimportantefuentede los desarrollosde
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von Neumann),esel axiomadeCimentaci�n,o Fundierung, a saber:cualquierconjuntono
vac�oabarcaal menosa un miembrodisjuntorespectodes� mismo,e.d.a un miembroque
ni se abarcaa s� mismo ni abarcaa ning�n otro miembro del conjunto dado; el tercer
a�adido fue el famoso axioma de elecci�n. Con Cimentaci�n se probabaque ning�n
conjuntoseabarcaas� mismoÐy que,porende,noexistening�n conjuntouniversal,o sea:
abarcadorde todo. Pru�basetambi�n (con cimentaci�n m�s elecci�n) queno hay ninguna
cadenade abarcamientoinfinitamentedescendente(o sea:un conjuntoqueabarquea algo
queabarquea algo queabarquea algo, y as� sucesivamenteal infinito).

A muchosles ha encantadoeseaxiomay hanproclamadoa bomboy platillo que
es «intuitivamente»obvio, porque,sin �l, tendr�aseque podr�a haber, p.ej., conjuntosde
conjuntosdeconjuntosdeconjuntosde¼ deconjuntosdeconjuntos¼ y as� al infinito. Aparte
dequeno hevisto nuncaun argumentoencontradetal posibilidad,lo quepasaesquecon
Cimentaci�n (m�s el axiomadeelecci�n) pru�baseotracosa(si bienÐseg�n enseguidalo
voy a aclararÐ eso no se probabaen la versi�n original de Zermelo, puesen ella los
axiomasno ven�anexactamenteformuladoscomo se acabade haceraqu�), a saber:que
cualquier conjunto tiene como �ltimo constituyente�nico al conjunto vac�o, donde es
constituyente�ltimo de un conjunto,x, si lo hay, algo z tal que:o x es(id�ntico a) z; o x
abarcaa z; o x abarcaa uno o varios conjuntoscuyo constituyente�ltimo seaz (p.ej.
x={z,{z}} etc.).

Para evitar ese resultadode pesadilla,P. Suppesmodific� la teor�a en 1960
Ðretornandoenesepuntoaalgoparecidoa la formulaci�n originariadelpropioZermeloen
1908Ð, de modoquevinieranreconocidosentesqueno fueranconjuntos;el principio de
extensionalidadvendr� as�abandonadoensugeneralidad,y habr� queintroducirun nuevo
predicado,�ste mon�dico, que,al serconcatenadocon un denotador, diga quelo denotado
por �ste �ltimo esunconjunto.(N�tese queesepredicadonopodr� tenerningunaextensi�n,
o sea:no podr� haberning�n conjuntoqueseael conjuntodetodoaquelloquesatisfagaese
predicado,porqueen ZF sepruebaqueno existening�n conjuntode todoslos conjuntos.)

Antesdeseguirconvieneintroducir la puntualizaci�n,m�s arribaprometida,sobre
enqu� difiereesaformulaci�n, hoyest�ndar, delos axiomasdeZermelodeaquellaotraque
eseautorbrind� de los mismosen 1908.

Zermelohab�aentoncesa�adido un axiomaquepostulabala existenciades�ngulos
o clasesunitarias,e.d.paracadaentex, {x}. Sin embargo,dadala existenciade{x,z}, para
cualesquierax, z, existir� por tanto {x,x}, que, por definici�n ser� {x}. Luego es
redundante.Hab�atambi�n a�adido un axiomaquedec�aqueexisteel conjuntovac�o,é,
o seael �nico conjunto sin miembros.¿Esmenesterpostularloexpresamente?Dada la
existenciadealg�n entex, existir� Ðen virtud deDesgajamientoÐunenteu al quepodemos
llamar`el subconjuntodex queabarques�lo a todosaquellosdesusmiembros,z, talesque
z z (si loshay)'; comoevidentementeno loshay, u noabarcar�anada;porextensionalidad,
u ser� id�ntico al subconjuntode cualquierotro conjunto dado que abarques�lo a los
miembrosde �ste �ltimo que seandiferentesde s� mismos (y, por lo tanto, a ning�n
miembro).

Sin embargo, asomandosproblemasal respecto.El primeroesque,a menosque
se pruebelo contrario,nadaaseguraque u seaun conjunto; si hay individuos, y si los
individuosno tienenmiembros,puedequeu seaun individuo (un enteal quepertenecenlos
miembrosdel entedadox queseandiversosde s� mismos).
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El segundoproblemaesquehemosdicho: `dadoalg�n ente,x'. ¿Hayalguno?Los
axiomasde uni�n, potencial,etc.,soncondicionales:dadoun ente,existeel conjuntotal o
cual. El axiomade infinidad, en cambio,afirma categ�ricamentela existenciade un ente;
si noexistierael conjuntovac�o,el conjuntoinfinito cuyaexistenciapostulatal axiomaser�a
un entevac�o; luego existeal menosun entevac�o (sin miembros).Por consiguiente,el
conjuntoinfinito en cuesti�n no esvac�o,sino queesde verasinfinito.

Peroesemiembrosuyoal quellamamos̀ é', ¿esun conjunto?Esotodav�ano est�
claro(a menosquesepostulecomoaxioma,queeslo quehizoZermelo).Porquepuedeque
hayaotrosentessin miembros,los individuos. Y entoncesé podr�aseruno de ellos.S�lo
que en virtud de extensionalidad,todos ellos ser�anun solo y mismo ente, y, por ello,
id�nticos a é.

Para evitar esa consecuencia,Zermelo formul� de otra manerael axioma de
extensionalidad,restringi�ndolo a conjuntos;conquelos individuos, si los hay, aun no
abarcandonada,no ser�an,desdeluego,id�nticos a é; y, similarmente,restringi� el axioma
del potencial,para evitar que cualquier«individuo» fuera abarcadopor el potencialde
cualquierclase.

La formulaci�n est�ndar de los axiomas zermelianoses m�s eleganteque la
originaria,peropagael preciodequeconella sedemuestraqueno existenindividuosy que
el �nico constituyente�ltimo de lo real es la clasevac�ao nula.

Me quedaya tan s�lo Ðpara terminaresteapartadoÐ decir algo del axiomade
reemplazo.Lo quevieneasostenereseaxiomaesque,dadounmododehacercorresponder
a cualquierente,tomadocomoargumento,a lo sumoun solo entecomovalor (funcional),
entonces,dado un conjunto, x, existe el conjunto de aquellosentesque seanvalores
funcionales,envirtud de(o mediante)esemododecorresponderse, parasendosmiembros
de x.

N�tese que la formulaci�n es cuidadosaparaevitar postularla existenciade una
funci�n queser�aesemodode correspondencia.H�blase, tan s�lo, de un mero `modode
corresponderse';y todo lo quesequiereconello deciresque,si `p' esunaf�rmula tal que
es verdad que `p' contieneocurrenciasde sendasvariables`x' y `z' y `q' resulta de
reemplazarcadaunadelasocurrenciaslibresde`z' en`p' por una,igualmentelibre, de`u',
entonces,si esverdad`Todoentex estal que,si p y q, z=u' (e.d.x no serelacionam�s que
con un solo ente del modo expresadoen `p'), entonces,dado un conjunto v, existe el
conjuntodeentes,z, talesquehayalg�n miembro,x, dev tal quep. (P.ej., si cadaentetiene
un solo padre,dadoun conjunto,el de los vinateros,hay un conjuntode los padresde
vinateros.)

Que con eseesquemade reemplazose pruebael de desgajamientoes algo muy
sencillamentedemostrable.Lo importantees que Reemplazoes un axioma(un esquema
axiom�tico, para ser exactos) fort�simo. Sin �l, desde luego, la teor�a de conjuntos
(zermeliana)sequedar�acojay carentedelpoderdeductivotanconsiderabledequehadado
muestrasZF. Perolo malo esquela, ya cuestionable,base«conceptual»del sistemaviene
un tantoresquebrajadaal a�adirseeseesquemade reemplazo.esbozo
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§2.Ð La Concepci� n Iterativa de los Conjuntos

En honora Zermelo,hay quedecir queno sele pas� por las mientesenaltecersu
sistemaaxiom�tico comola emanaci�nde unasupuestaconcepci�n«intuitiva» quefuera,
de algunamanera,la genuinay aut�ntica noci�n de conjunto.

Al rev�s: en el escritoen el cual propon�asu sistemaaxiom�tico, lo justificaba
sobrela basede la bancarrotade la teor�a ingenuade conjuntos(la cantoriana),comoun
tanteoparaencontraruna axiom�tica que permitieraprobar todo lo valioso en teor�a de
conjuntosperoevitandolas contradicciones.

Todav�am�s recalc� von Neumannla arbitrariedadde los axiomas,ya seaen esa
versi�n (ZF) de la teor�aest�ndar, ya en la que�l mismoluegoelabor� (y de la cual s�lo
de pasadame ocupar� en estearticulo).

Sin embargo, el sistemaformal ZF, como tantosotros, ha sido f�rtil en suscitar
modelizaciones,e.d. estudiossem�nticos en los que, razonandosobreciertos conjuntos
seg� n suelehacerseen matem� ticasÐ sin formalizar estrictamenteÐ , seindagasi losmismos
sono no modelosde unateor�a,o bajo qu� condicionespodr�anserlo,o qu� pasasi tal o
cual de esosconjuntoslo eso no.

(Digamosqueunconjuntoesmodelodeunateor�asi hayunavaluaci�n (admisible)
que env�a a cada teoremade la teor�a sobre un elementodesignadoo distinguido del
conjuntoen cuesti�n y a ning�n teoremasobreun elementono designado.)

Puesbien Ðcomo a menudosucedeÐ, una vez elaboradas,algunasde tales
modelizacioneshanparecidomuy «intuitivas»,e.d.hanresultado(parecer)serestructuras
«naturales»,no meros ardides,e.d. no ama�adasad hoc; tales, pues,que, de haberse
pensadoprimeroen ellas,en c�mo sony qu� contienen,hubi�rasellegado(al quereruno
hacerunateor�aquevieraa la Realidadcomounaestructurade�sas)exactamenteapostular
los axiomas(y reglasde inferencia)de la teor�aen cuesti�n, y no otros.

La m�s ambiciosade talesmodelizacionesde ZF es la sem�nticade «estadios»,
exploraday defendidapor Hao Wang,J. Shoenfield,G. Boolos,G. Takeuti,etc.No puedo
entraraqu�en todoslos detallesde la misma.

Lo quevoy a criticar no esla sem�nticaencuesti�n, muy �til, sinolaspretensiones
filos�ficas de quienes,como Boolos, proclamanque la misma expresauna concepci�n
espontÚnea de conjuntosque constituir�auna alternativaa la concepci�n ingenua(la de
Fregey Cantor)s�lo que,no ya en pie de igualdadcon ella, sino superior, puesla otra se
ha reveladoinconsistente.

Consisteesasem�ntica Ðrotulada `concepci�n iterativa de los conjuntos'Ð en
entenderque un conjuntoes algo que viene formado,constituido,originado,a partir de
miembros,o defalta detalesmiembros.Un conjuntoser�aunaagregaci�ndemiembros,en
suma.(Precedentede eseenfoqueser�ala visi�n de Dedekindcriticadapor Frege;Cantor
parecehaberoscilado.)

Conqueun primer estadioen la constituci�n de conjuntosser�aaaquelen el cual
se forma cualquierconjuntode elementosdados;conjuntovac�o �nicamentesi no sedan
elementos;de darseelementos,cuantascombinaciones,finitas o infinitas, de los mismos
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seanposiblesÐposiblesenunsentidoampl�simo:imaginablessincontradicci�n;y nopuede
(«por definici�n») habercontradicci�n en quesecombinenvarios individuoso elementos
originariosdados.

Viene luego un segundoestadioen el cual se forma cualquierconjuntode entes
hastaaqu�existentes,seande los formadosen el estadioanterior, seande los dadoscomo
elementos;y luego otro as�; y as� sucesivamenteal infinito. Lo cual significa que,dados
diversosconjuntos,en un estadio,f�rmase en el siguientela uni�n de los mismos(un
conjuntoques�lo abarquea lo abarcado,separadamente,por unou otro deesosconjuntos).

Tenemosya una infinidad (numerable)de estadios.Despu�sde todosellos viene
otro,quellamamos̀ estadiow', enel cualconstit�yensetodoslosconjuntos«posibles»Ðen
esesentidoÐ de entesexistenteshastaesemomento,e.d. de individuos y/o conjuntos
constituidosen los estadios0,1,2,3,¼

Sigueal estadiow el w+1, en el cual vienenconstituidoslos conjuntosde entes
existenteshastael estadiow inclusive.Luegoel estadiow+2, etc.etc.Luegoel estadiow+w
(w2), luegoel w2+1 y as� infinitamenteal infinito.

Recapitulandolos principios que rigen eseprocesoinfinito, caberecalcarestos
supuestos:seconstituyecadaconjuntounasolavez,deunavezpor todas(no puedeserun
Guadianaque,trasempezaraexistir, ceseluegodetenerrealidady la recobrem�s tardeÐni
nadapor el estilo);adem�s,cadaconjuntovieneconstituidotanprontocomo,previamente,
tenganrealidadtodossusmiembros:no puede,pues,sucederqueexistanya los miembros
enel estadioj peroel conjuntodeelloss�lo cobrerealidadenel j+2, p.ej.:cobrar� realidad
tal conjuntoenel j+1 exactamente(dadala hip�tesis dequelos miembrosexistenya enel
j masno antes).

Lo decu�les conjuntacioneso combinacionessonposiblesnohaquedadoquiz� del
todoclaro.Semejabaestarloal comienzo,pueslos elementoso individuosde los cualesse
part�a en el estadio0 eran, sin duda, o inexistentes,o en cualquier caso en n�mero
numerable,e.d.alo sumotantoscuantosn�merosnaturaleshay(0, 1, 2, ¼). Pero,¿qu�pasa
cuandohaya ya entesen cantidadesinenumerables?¿Cu�les de ellos, cu�ntos, y c�mo,
puedencombinarse?¿Qu� ser�aesaconjuntaci�n o combinaci�n?

¡No nospreocupemos!Digamosquepuedenconjuntarsesin m�s queteneralgoen
com�n, algunacaracter÷stica, e.d.,sin m�s queel quepuedadecirsede todosy cadauno
delos conjuntadosqueesverdadde�l tal o cualcosa,queesas�o as�. Conotraspalabras,
paracualesquieraentesexistentesantesdeunestadioy decadaunodeloscualesseaverdad
queesas�o as�, surgir� eneseestadioÐsi nohasurgidoantesÐel conjuntamientodetodos
ellos,el entequelos abarcas�lo a todosellos.

Conesasem�nticadeestadios,evidentemente(o acasonotanevidentementeÐpues
en verdad el razonamientoinvolucra un fort�simo principio de inducci�n matem�tica
transfinita),resultanverdaderoslos axiomasdeZermelo.No as�el esquemadereemplazo.
Boolos formula esteprincipio que regir�a una sem�nticade estadiosadecuadaparahacer
verdaderoel esquemade reemplazo:`Si cadaconjunto viene Ðcomoquiera que seaÐ
correlacionadoconal menosun estadio,entoncesparacualquierconjuntoz hayun estadio
s tal que, paracadamiembrov de z, z es posteriora alg�n estadiocon el cual vengav
correlacionado'.
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Apartedeque,desdeluego,no ve unoqu� plausibilidadpuedatenertal postulado
Ðal margendela dequeencajenbiencon�l lascosasparahacerverdaderoal esquemade
reemplazoÐ, cualquieraque sea el atractivo de esa llamada concepci�n iterativa de
conjuntos,o suverosimilitudcomounaconcepci�ndizquenaturaldequ� seanlasclaseso
conjuntos,lo que pareceseguroes que esepostuladoadicionalno se beneficiar�aya de
ningunadosisde tal verosimilitudputativa.

Por otro lado, el postuladode marrasrestringir�aenormementelos modelosde la
teor�a,lasestructurasdeestadios,imponiendola existenciadeestructurasquecomprendan
estadiosde todaslas cardinalidadesaccesibles.

§3.Ð Cr÷tica de la Concepci� n Iterativa de los Conjuntos

Uno de los adalidesde ZF y de la concepci�n iterativa, G. Boolos, afirma (en
Journal of Philosophy68/8 (abril 1971),p. 219):

Unasoluci� n final y satisfactoriadelasparadojaste� rico-conjuntualesnopuedeestribar
enunateor�aquebloqueela derivaci� n delasmismasimponiendorestriccionest� cnicasartificiales
a los axiomas,restriccionesquevenganimpuestastans� lo porque,si no, seseguir�a un paradoja;
esasotrasteor�assobrevivens� lo mediantetalesexpedientesartificiales.ÑnicamenteZF (juntocon
susextensionesy subsistemas)es¼ una teor�a de conjuntosindependientementemotivada;por
decirloas�, hay`trasella un pensamiento'sobrela naturalezadelos conjuntosquehubierapodido
exponerseaunque,por imposible,hubierasido consistentela teor�a ingenuade conjuntos.

Es precisamenteesolo que yo pongoen tela de juicio. Nadatengo(¿hacefalta
decirlo?)contraZF comoun medio,habilidosamentefabricado,de probarbastantescosas,
esquivandolas paradojas.Es unamanera,comohay otras,de brindarunafundamentaci�n
a amplioscuerposde la matem�tica.La prudencia,la agudezay el tino de Zermeloy sus
continuadoressehanvisto coronadospor el �xito.

Peroah� seterminanlos m�ritos de la teor�aest�ndar. Los logrosde esateor�ano
sontriunfos de unaconcepci�n filos�fica subyacente,sino,antesbien, frutos de la ma�a y
del andarsecon piesde plomo.Ni siquieracreoquelo descritoen el apartadoprecedente
pueda ser decorosamentetildado de constituir propiamenteuna `concepci�n' de los
conjuntosen un sentidointeresantede estevocablo.O sea:en el sentidode constituiruna
representaci�nde qu� seaaquellosobrelo queseva a teorizarindependientementede la
teor�amismapor construir, expresableent�rminos no t�cnicos e «imaginable»sin pasarpor
los moldesmismosde la teor�aen cuesti�n.

En efecto:¿esrealmenteinteligible todaesadescripci�n deestadiosparaquienno
sehayaentrenadoo al menosiniciado en la propiateor�aest�ndarde conjuntos?

¡Veamos!Por de pronto,quien vaya a entenderla explicaci�n ha de aceptarque
dos conjuntosson diversoss�lo si algo perteneceal uno y no al otro. Eso Ðnos dice
BoolosÐ esanal�tico.¡Sea!Hademanejareseentendedorel procedimientodepasarallende
lo finito, la recursi�n transfinita.Ha de haberentendidoc�mo se«forman»o constituyen,
a partir deconjuntosdados,unionesde los mismos,independientementedecu�les sean,de
qu� «niveles»sean,de cu�l seala naturalezade susrespectivosmiembros.

Y, sobretodo, ha de teneruna noci�n ampl�simade qu� seauna conjuntaci�n o
combinaci�n posible.
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Aparte ya de cu�n plausibleo implausibleseaeseprincipio de conjuntabilidad,
estribala dificultad enqueesunaconcepci�nte�rica muy fuerte:sonconjuntablestodaslas
cosas,de niveleso estadios«ya» (?) dados,que compartan«algo»,algunacaracter�stica,
e.d.queseancalificableso caracterizablesde algunamaneraqueles seacom�n.

Perosaberqueexistetal conjuntabilidadno esotra cosaquesaberque:

1ë) Hay una colecci�n, un conjunto total, de cuanto se lleva «ya» formando,hastael
estadioinmediatamenteanterior inclusive Ðe.d. que es verdaderoel axiomade
uni�n, seg�n el cualcualesquieraconjuntos«dados»sonunibles,e.d.hayunauni�n
o sumade ellosÐ; y

2ë)Es tambi�n verdaderoel esquemazermelianode desgajamiento;ni m�s, ni menos.

Y ¿qu� eslo quepuedehacerveros�milesesosdossupuestos?Podr�areplicarsea
mi pregunta(¿capciosa?) queunacosaessi esatesisde la conjuntabilidadesverdaderao
falsa,otra esqueforme partede la concepci�n.

Sin embargo, est�bamos en tratar de ofrecer una concepci�n presistem�tica,
preteor�tica,algoque,sin comulgarunotodav�aconla teor�ani haberseenfrascadoenella,
pudiera,no obstante,entender(entenderenalg�n sentidoun pocofuerte,viendo,pues,cu�l
seasutenor, suatractivo,suÐal menosrelativaÐ coherencia,suenjundia,sufilo o perfil,
su busilis o intr÷ngulis Ðsi seme permitedecirlo as�).

Claro queuna«concepci�n»en esesentidoesnormalmentealgo quea uno puede
tentarlocomoun cantode sirena,sin saberad�nde lo va a llevar a uno si la abraza.Pero
es que una concepci�n en ese sentido es algo describible con pocas palabrasy sin
tecnicismos,aunqueluego Ðal desentra�ar sus supuestoso consecuenciasÐasomen
resultadosimprevistoso hastaparad�jicos.

Recapitulomi primeraobjeci�n: no esuna«concepci�n»en esesentidofuerte,en
el cual s� era,en cambio,unaconcepci�nde conjuntola de Fregey Cantor, a saber:la de
queun conjunto(unaextensi� n conceptualen la terminolog�ade Frege)es lo queabarca
s�lo a todosaquellosentesque tienenen com�n el ser as� o as�. Esaes la concepci�n
ingenuade conjunto.

Mi segundaobjeci�n esquehay dosalternativasa la concepci�n ingenua,a saber
la construccionaly la enumeracional(o conjuntacional);pero, sin embargo, la llamada
concepci�n iterativa,aunquetomaalgo de cadaunade ellas,es incompatiblecon ambas.

La concepci�nconstruccionalesaquellaqueconcibe,efectivamente,unprocesode
construcci�n de los conjuntos;es una visi�n de sesgoidealista,equiparablea la visi�n
husserlianadel idealismofenomenol�gico transcendental,con la constituci�n del mundo,
incluyendo sus idealidades matem�ticas, desde la intersubjetividad monadol�gica
transcendental,y Ðm�s pordebajode�staÐ desdeelsuelooriginariodelegotranscendental;
o, si no, algo af�n a la constituci�n de lo real en el primer Carnap,el del fenomenalismo
radical(aunqueen el campol�gico-matem�tico Carnapno crey� hallar ning�n procesode
constituci�n as�,pueslo encasill� enlo `anal�tico'); algo,pues,quellevar�am�s bienaoptar
por unal�gica comola intuicionistau otra de las de la familia de l�gicas constructivistas.

Parael enfoqueconstruccionalrealmentelos conjuntosse van constituyendoo
construyendopor estadioso pisos.Masentonces,evidentemente,est� dem�s el axiomade
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elecci�n, pueseslo m�s anticonstructivistaquecabe(a no serquesepostuleel axiomade
construibilidadenunciadoÐque no propuestoÐpor G�del; pero,por razonesqueno hacen
al caso,nadieo casinadieha postuladotal axioma).

No s�lo eso.En l�gica cl�sica (y en la mayor�ade las no cl�sicas tambi�n) `hay'
equivalea `no todono' y `todo' equivalea `no haynadatal queno'. Constructiv�sticamente
fallan esasequivalencias.En ZF, articuladasobrela l�gica cl�sica, valen.

Y, sin embargo, debieranfallar. Porque,p.ej., de que no haya (todav�a) en un
estadioning�n conjuntoas�o as� nodeber�adeducirsequetodoslosconjuntos(encualquier
estadio)seanas�o as�.

Ahorabien,constructiv�sticamentenopuedehablarsedeningunatotalidaddetodos
los estadios,pues eso nunca cabe construirlo. Las cuantificacionesuniversalesde ZF
debieran,pues,reemplazarsepor negacionesdecuantificacionesexistenciales.Si esquese
tomaunoenseriolo deun procesodeconstituci�n o deconstrucci�n.Que,si no, entonces
existeunatotalidadde todoslos conjuntos,no hay ning�n proceso,ni hay por qu� excluir
conjuntosqueseabarquena s� mismos,o aros(bucles),cadenasdeabarquessin comienzo
ni fin etc.

Otro puntode conflicto entrela concepci�nconstruccionaly la iterativaesquela
primeraproh�beconjuntosimpredicativos,enel sentidodePoincar�y Russell,o sea:clases
especificablesent�rminos decuantificacionestalesquela variablecuantificadatengacomo
campodevariaci�n unconjuntoqueabarquea la propiaclaseas�especificada,si �sta existe.

Puesbien, el axiomadel potencialacarreaque existenconjuntosimpredicativos.
P.ej., pru�baseen ZF el teoremade Cantorde quecadaconjuntoesm�s peque�o que su
potencial;y sepruebaaduciendoque,si no fueraas�,entonceshabr�aunacorrelaci�n entre
un conjuntox y supotencialy existir�ael subconjuntodex queabarquea los miembrosde
x no pertenecientesa su respectivocorrelato,el cual, entonces,abarcar�ay no abarcar�aa
aquelelementode x del cual fueracorrelato.

Sin embargo, si no hubieraconjuntosimpredicativos,entoncesno podr�a haber
ning�n subconjuntoas� Ðporque esa expresi�n incrustada`su correlato respectivo', al
expandirse,revelauna conculcaci�n de la predicatividadÐ ni siquieraen el casode que
existierala correlaci�n en litigio; con lo cual fallar�a la pruebadel teoremade Cantor(que
eslo quepasaen el sistemade Russell,PP.MM., 2ãedici�n, de 1927).

En la sem�nticade estadios,lo queasegurala verdad del axiomadel potenciales
esode queno puedahaberestadiosintermediosentreuno en el cual ya existantodoslos
miembrosde un conjuntoy aquelen el quevengaconstituido�ste �ltimo.

Constructiv�sticamenteimpondr�aseuna restricci�n al respecto,prefijando esta
pr�tasis: si ese conjunto es `construible', e.d. predicativamenteespecificable.Por ello
constructiv�sticamentefallar�a el axioma del potencial (el potencial de un conjunto no
abarcar�aa todoslos subconjuntosdel mismo).(No es,pues,de extra�ar que,ya en 1908,
Zermelo criticara el principio [de exclusi�n] del circulo vicioso, como contrario a las
aspiracionesde unateor�ade conjuntosmatem�ticamentepotente.)

Esopor lo quehacea la concepci�nconstruccional.En cuantoa la enumerativao
conjuntacional,la conocenbien los escolares,puesenlasclasesdeteor÷a deconjuntosque
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selesimpartendist�nguensedosg�nerosdeespecificacionesdeconjuntos:por comprensi� n
(o intensi� n) y por extensi� n.

Senoscuentaquela primeraespecificaa un conjuntocomoel c�mulo delos entes
as� o as� (`as� o as�' en lugar de una descripci�n indefinida); al pasoque la segunda
especificaa un con junto con unalista finita o infinita: {x,y,z,u,v,¼}.

Alguien podr�a llamar a estesegundog�nero de especificaci�nuna agregaci�ne
invocara Dedekindcomoaquelquetendi� a ver as�a los conjuntos.

En todoesohayproblemas.La especificaci�nencomprensi� n no tienepor qu� ser
intensionalista.Sinembargo,el principiodeextensionalidad,enla versi�n m�s r�gidaÐque
esla m�s arribaexpuestaÐganaen atractivosi un conjuntoessiemprealgo especificable
extensionalmentey no es m�s que eso;algo toda cuya entidadestribaen los miembros
puestos-juntos,conjuntados.

Ahora bien,estaconcepci�nenumerativao conjuntacionalesincompatiblecon la
existenciade un conjuntovac�o;puessi sedice que�ste es{ }, con nadaentrelas llaves,
¿seha dicho algo interesantementeexplicativode en qu� consista?¡No! S�lo seha dicho
queeseconjunto,o conjuntamiento,escomoun conjuntamientodeestoy aquello,s�lo que
sin conjuntarnada;o sea:queescomosi fueraun conjuntamiento,perosin serlo.

Tampocopermitetal concepci�n distinguir x de {x}, a un entede su s�ngulo(la
clasede los doceap�stolesdel conjuntoal ques�lo ella pertenece).Ya esdif�cil entender,
a tenor de esaconcepci�n conjuntacional,qu� seaun conjuntoinfinitamentegrande(¿no
espurahabladur�aesodeunaespecificaci�ninfinitamentelarga?);pero,encualquiercaso,
nopuedehaberespecificacionesas�deconjuntosinenumerables,ni menosdecardinalidades
como w, p.ej.

Hay otra dificultad m�s: por un lado, los adeptosde la concepci�n iterativa,como
Boolos y Kripke, hablan en t�rminos de conjuntamientode entespreviamentedados,
ci��ndose en esoal enfoqueconjuntacional;pero,por otro lado, adem�sde postularuna
clasevac�ay un s�ngulodecadaente,post�lanseenZF axiomascomoel dedesgajamiento
y el dereemplazoquesontotalmenteincompatiblesconel enfoqueconjuntacional;y la ra�z
est� enreputarcomoconjuntablesa cosasquecompartanunacalificaci�n o caracterizaci�n,
o seaen considerarconstituiblea un conjuntoa trav�s de (o graciasa) unaespecificaci�n
en comprensi�n.

Algo m�s, todav�a.La visi�n meramenteconjuntacionalde los conjuntosÐcomo
conglomerados(pools), e.d. como conjuntamientostoda cuya entidad estribe en los
miembrospuestoso tomadosjuntosÐ no puededar lugara otracosaqueun enfoquecomo
el de la mereologiadeLesÂniewskio deGoodman,o sea:unateor�aenla quela relaci�n de
abarquevieneidentificadacon la de inclusi�n y es,por ello, transitiva.

Seg�n esavisi�n mereol�gica,dossumas, dostodoso conjuntamientosno pueden
serdiversossi no difieren susconstituyentes�ltimos. Un corolariode ello es la ecuaci�n
{x}=x. El mere�logo dir� que,estribandotoda la entidaddel conjuntamientoen los entes
conjuntadosy Ða lo sumo,si se quierea�adirÐ en su mero estarconjuntados,no cabe
conjuntar conjuntamientosm�s que en el sentido de fundirlos, fusionarlos en un
conjuntamientode los entesrespectivamenteconjuntadosen uno y en otro.
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Por ello la visi�n conjuntacionalno requiereni siquierael usode un verbocomo
`abarcar' (o lo converso,`pertenecera'). Basta con indicar a los miembros o entes
conjuntados.

Claro queasoma,hastaparaesaconcepci�n,unadificultad al respecto,queÐlo
veremosenseguidaÐesm�s graveparala concepci�niterativa,a saber:quela especifica-
ci�n de un conjunto por indicaci�n o enumeraci�n de los miembroscomportaun `y'
terminalÐdelantedel �ltimo elementoÐquesobreentiendeunadicional̀ nadam�s' o `s�lo
�sos' o algo as�.

Ð En primerlugar, esomuestraquela especificaci�nno espuramente«enextensi�n»,sino
tambi�n «encomprensi�n»,puessehacepor la caracterizaci�ndeserunodeesos
entesy ning�n otro Ðo, mereol�gicamentevisto, ning�n otro fuera de ellos, no
incluido en la sumade ellos.

Ð En segundolugar, secontieneunareferenciaa todolo demÚs, s�lo quenegativa,lo cual
de alg�n modopresuponeesatotalidadde todo lo dem�s; de algunamanerahasta
esaespecificaci�nenumerativa,o por lista, esla de un conjuntoqueno abarquea
ning�n enteque no seauno de los enumerados,aunquesi a �stos. (En seguida
recalcar�esomismocon referenciaa la concepci�n iterativa.)

En todo caso,esosrasgosde la concepci�n conjuntacionalla haceninconciliable
con la iterativa.

Porconsiguiente,la concepci�niterativadeconjuntosnoescompatibleconninguna
de las dos nocionespreteor�ticas de qu� sean los conjuntos alternativasfrente a la
concepci�n ingenua de que un conjunto es lo que abarca a los entes com�nmente
calificableso caracterizablesde ciertamaneradeterminada,cualquieraquesea.

Aparte de eso,no conozconing�n argumentopersuasivoa favor de esallamada
concepci�n iterativa.

Susadeptosparecencreerque la meraexposici�n de la sem�nticade estadiosya
lo persuadea uno de que las cosassucedenas�, o al menosde que es veros�mil que as�
sucedan.

Pero no: o se es constructivista,y entonceshabr� que postular alg�n ego
transcendental,o alg�n seraf�n,o lo que sea,que lleve a caboesaconstituci�n por pisos
finitos y transfinitos;o, si no, esdudosoquetengaun sentidoclaroesode los estadios,los
previamente, ya etc.,en esecontexto.

Que,si setratadecategor�as,si losdesnivelamientossontipales,entoncesnopuede
haberc�mulos o conjuntos,comolos quepostulaZF, p.ej. {el n�mero 3, {Venus}, Italia}.

Aun suponiendoque hubieraestadiosde constituci� n de conjuntos(y, ¿qu� es
Ð¡d�gannoslo, por favor, los abogadosde esa concepci�n!Ð eso de la constituci� n o
formaci� n de un conjunto?),¿por qu� no puedehaberGuadianas,o seaconjuntosque
empiezana existir, cesanluego,y vuelvendespu�sa la realidad?(O que quiz� periclitan
parasiempre.)¿Porqu� no? ¿Porqu� esaconservaci�nacumulativa?¡Dennos,tenganla
bondad,un argumentoa favor de eseprincipio!
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Tambi�n hay susm�s y susmenossobreel principio de extensionalidad.Si hay
estadios, ¿qu� nosaseguraqueun conjuntono puedever cambiadossusmiembrosde un
piso a otro?Y, de seras�,¿nohabr�aquerestringirel principio de extensionalidad?

Por �ltimo, ¿qu� eslo queasegura,o haceal menosplausible,quehayaun primer
estadio,un estadiocero? ¿Porqu� no otro antes,y otro,y otro¼? ¿Nohacefalta argumento
ninguno?¿Estan evidentede suyo?Y, adem�s,¿qu� aseguraque un conjuntono puede
formarsecuandose formen sus miembros,simult�neamente?(Desdeluego la analog�a
temporalno puedeayudara hacercre�ble esepostuladode necesariaposterioridaddel
conjunto.)

Un �ltimo problemaesel dequela especificaci�ndeun conjuntono puedehacerse
por meraindicaci�n decosasqueabarque,sinoquehadecomportarla cl�usula o precisi�n
adicionalde que no abarquea nadam�s que a eso.Un `s�lo', expl�cito o impl�cito; que,
parafraseadoconvenientemente,es una negaci�n (fuerte) de abarquepor el conjunto en
cuesti�n de otrascosas.

En efecto,si seprofierela expresi�n `el conjuntoqueabarcaa todoslos entesque
p', est� sobreentendi�ndoseun `s�lo', pues,si no, no sehabr�ageneralmenteespecificado
ning�n conjunto(determinado).(¿Cu�l esel conjuntoqueabarcaa todoslosgaditanos?Hay
muchosconjuntosas�.Uno esel de los andaluces.)

Masesè s�lo', enexpresi�nformaladecuada,esuncuantificadoruniversalseguido
por unanegaci�n; y ello reveladosfacetas.

Ð La primeraesquela especificaci�no determinaci�ndeunconjuntosehaceporexclusi�n
del `resto'decosas,y esosignificaquesehacepor negaci�n.Al conjuntarÐcomo
nos lo cuentanlos exponentesde la concepci�n iterativaÐ cosasdadasen un
conjunto,medianteun lazo, estamosacotandoo cercandoesoquecon juntamosy
dejandofuera a lo dem�s. Sin embargo, a la negaci�n o exclusi�n de lo dem�s
Ðcomo lo vamosaverenel ApartadosiguienteÐnosele concedeo reconocepapel
algunoni en la concepci�n iterativani enZF, puesenestateor�aning�n con junto
tieneun complemento.

Ð La segundafacetareveladapor el t�cito o expreso`s�lo' en la especificaci�n de un
conjunto es, precisamente,que siempreapareceen la misma un cuantificador
universalirrestricto,cuyocampodevariaci�n hadeserel conjuntouniversal;y �se
no escompatiblecon la estructurade estadios;cadaconjuntamientoremite,pues,
a un conjuntouniversalobjetivamenteexistenteindependientementede (antesde)
los conjuntamientossucesivospor estadios.

As�, el s�ngulode x, o sea{x}, el conjuntoqueabarcaa x y a nadam�s, ser� el
conjuntoz tal que todo ente,u, es tal que z abarcaa u ssi u=x; todo enteu, del nivel o
estadioquesea;todo miembrodel c�mulo o conjuntode entesreales,pues.

Ll�vanos estaconsideraci�nal problemadela existenciadeeseconjuntouniversal,
la Realidad,al margen del procesode constituci�n por estadios.Lo abordar� en la parte
final del siguienteapartado.esbozo
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§4.Ð Algunos Inconvenientesde ZF

ZF esunateor�amatem�ticafruct�feray �til. Peropresentavariosinconvenientes.

Uno de ellos esqueno conservanadaque,de lejos o de cerca,seaproximea un
principio ingenuode comprensi�n,a saber̀ Existeel conjuntode entesquep'.

Otradesventajaesqueno aceptaningunaclaseuniversal.Es m�s: demu�straseen
ZF quening�n conjuntoabarcaa todo.

TampocoadmiteZF complementos;si existierael complementode un conjunto
(e.d. la clasede entesno abarcadospor el conjunto),entoncesla uni�n de ambosser�ael
conjuntouniversal.

¿Sonbalad�esesostres defectos,seg�n lo aseveranlos adeptosde ZF? No. La
noci�n decomplementoesunadelasm�s b�sicasenteor�aingenuadeconjuntos.Esdudoso
que valga consideraraproximacionesa una teor�a ingenuaa teor�asque no acepten,bajo
ningunaversi�n, la existenciade complementos.

Y teor�asques� la aceptansonlas de Quine,NF y ML. ¿Dequ� privilegio gozan
la conyunci�n, la disyunci�n, el condicional,paraques� vengaaseguradala existenciade
conjuntosespecificables,a partir de expresionesdenotadorasde conjuntos,con el empleo
de cuantificadores,el verbo `abarcar' y esostres functoresdi�dicos, al pasoque estar�a
prohibidoformar un denotadorÐen generalÐ con el empleode la negaci�n?

NadieÐque yo sepaÐhaaducidounargumentoconvincenteparaprivilegiardeese
modoa los functoresdi�dicos y positivosen desmedrodel negativo.

M�s gravetodav�aesla falta de cualquierprincipio generalde comprensi�n.Una
teor�ade conjuntosque s� lo tiene es ML de Quine.Cierto que en ella viene,a cambio,
sacrificado Ð o, mejor, restringido o matizadoÐ el principio deabstracci� n. Existeel conjunto
de entesquep.

¿Quiereesodecir queesun conjuntoques�lo abarcaa todoslos entesquep? No
forzosamentèEl enteas� o as�' puedeserunaexpresi�n denotativasin quepor fuerzael
entedenotadopor ella tengaqueser, exactamente,as� o as�; puedequesealo suficiente-
mentepr�ximo a seras�o as� comoparamerecervenir consideradoy apodadòel enteas�
o as�'. (Quenuestrasactualesteor�asdedescripcionesdefinidasno prev�n ni autorizaneso
esindicio dequeno est�n lo bastantefinamenteperge�adas.)`Me encontr� conel portero'
Ð `Bueno,¿sabes?noesexactamenteunportero?'(¿Qui�nnolo es?El portero.)Recu�rdese
el debateDonnellan/Kripke,que,desdeesta�ptica, podr�areconsiderarseen parte.)

Tengoparam� queningunateor�adeconjuntosesaceptablesi no contieneo alguna
versi�n, quiz� atenuadao matizada,tantodel principio generalde comprensi�ncuantodel
de abstracci�n,o, a falta de eso,aproximacionesal uno y al otro principio en forma de
postulacionesde casostan numerososy variados,tantodel uno cuantodel otro, comosea
posiblesin incurrir en incoherencia;o al menosapunteen esadirecci�n.

No sucedeesoconZF. Nadaquetiendaa un esquemageneraldecomprensi�n.Y,
enlo tocanteal deabstracci�n,s�, irrestrictosalvoconestarestricci�n: la pr�tasis `si existe
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el conjuntode entesquep'. ¿Noser�amejor dejarcaertal pr�tasis y, a cambio,debilitar o
restringirde otro modola ap�dosis?

O, en lugar de tener un �nico principio generalde abstracci�n, ¿por qu� no
aproximacionesparcialesal mismo, en una construcci�n sistem�tica sin pretensionesde
exhaustividado definitividad, abiertaa seguirpostulandootrasinstanciasm�s del mismo,
en un procesode aproximaci�n asint�tica al ideal de la teor�a ingenua,procesocauteloso
y atentoparaevitar las paradojas?

Filos�ficamenteesinaceptableunateor�adeconjuntossinning�n principiogeneral
decomprensi�n.Por lo siguiente.Filos�ficamentela �nica raz�n paracreerenconjuntoses
serrealistaen el problemade los universalesy, a la vez,extensionalista(de alg�n pelaje).
(N�tese que `universal' aqu� no significa lo que significa en `el conjuntouniversal', sino
s�lo esto:un entecompartido,tenidoo ejemplificadoen com�n, por las cosascaracteriza-
bleso calificablesde ciertamaneracom�n.)

Es decir, el �nico motivo filos�fico paraafirmar que hay claseso conjuntoses
pensarque ni el nominalismoni sus variantescomo el conceptualismoson respuestas
adecuadasa la cuesti�n delos universales;sinoquehayalgoquetienenencom�n los entes
de algunamanerasimilares,unasimilitud objetivaque los une,quecomparten;y queese
algo esÐ en alg� n sentido interesanteÐ extensional, o sea: un entedel mismo nivel ontol� gico
(categorial)quesusmiembrosÐcomparteconellosalgo,el existir, enel mismosentidode
la palabra`existir'Ð y, adem�s,en alg�n sentidotieneunaentidadradicadaen la de sus
miembros,a saber:la diferenciaentredosuniversaleso propiedadestienealgoquever con
un diferenteabarquepor sendaspropiedadesde unosu otrosentes;diferenteabarqueque,
esos�,puedeconsistirenunadiscrepanciamenosfuertequela queexigeel principiocl�sico
de extensionalidad;puedeconsistir, simplemente,en que no abarquena cualquierente
ambasen la mismamedida.(De esode las `medidas'o los gradosen seguidadir� unas
palabrasm�s.)

Sin principio de comprensi�n no puedeuna teor�a de conjuntosarticular una
concepci�n realistade los universales,ni poco ni mucho.Y ¿qu� si sedice que existeel
algoencom�n compartidopor todoslosn�merosnaturaleso el algocompartidopor losque
tienenriquezas,masno el algoencom�n compartidopor los entesqueno tienenriquezas?
¡No, no! El queen un idioma existaun monemaacu�ado parasignificar o denotara una
propiedado claseno escondici�n necesariade existenciade un conjunto,ni su falta esni
siquiera indicio de tal inexistencia.Casi todas las expresionesdenotativasde claseso
propiedadessonperifr�sticaso sintagm�ticas.

Otra raz�n m�s paraecharde menosun principio generalde comprensi�no una
aproximaci�n al mismo,o siquieraunaseriedetalesaproximaciones:el vocabulariodeZF
esel de la l�gica cl�sica, paup�rrimo.No seprev�n en esateor�alos gradosni los matices
al�ticos.

Por ello resultasumamentedif�cil articular una interesanteteor�a de conjuntos
difusoscomounaextensi�n de ZF. Porqueen unateor�ade conjuntosdifusosnecesitar�a-
mos,p.ej., dadoun conjunto,x, reconocerla existenciadel conjuntode entes,z, talesque
z esm�s bien pertenecientea x; el de entes,z, talesquez esun pocopertenecientea x; el
de entes,z, talesquez es,hastacierto puntopor lo menos,pertenecientea x; el de entes,
z, talesquez estotalmentepertenecientea x. Etc.



¿L� gica Combinatoriao Teor�a Est� ndarde Conjuntos? 16

Queeso(en general)no eslo mismoqueel conjuntode entesquepertenecena x
y le pertenecenas�,o as�. El vocabulariode quehemosmenesterparaformar expresiones
denotativasas�esinfinito, seguramente.Y ningunaextensi�nplausibledeZF puededarnos
nadasatisfactorioal respecto.

Igual pasaconfunctoresdi�dicos. Necesitaremos,p.ej.,junto a la meraconyunci�n
`y' otros functores conyuntivos, como un m�s insistente o interactivo functor de
superconyunci�n,`no s�lo¼ sino tambi�n'. Adem�s del mero condicional,habr� otros
condicionalesen alg�n sentido m�s fuertes, o m�s estrictos.¿Ser�, entonces,preciso
multiplicar axiomastan ad hoc comolo sonel del potencialy el de la uni�n paraatender
a por lo menosalgunode esosnuevosfunctores?

(Comoel modusponensdeunosesel modustollensdeotros,no faltar� quienvea
en esteargumentoun motivo pararechazarlos enriquecimientosqueofrecenlas teor�asde
conjuntosdifusos.Perodudoquesearazonablesemejanteconservadurismo.)

Y esquehay alternativas.Aun dentrode un enfoquebrotadode la l�gica cl�sica,
est�n las teor�asde Quine,NF y ML. Ambasposeenprincipiosgeneralesde comprensi�n.
La una,NF, demasiadorestringido(con el requisitode estratificaci�n); peroen todo caso,
no comounameralista de axiomasad hoc, queeslo quepasaen ZF.

Por lo cual es perfectamenteviable, sali�ndosedel angostorecinto de la l�gica
cl�sica y disfrutandodela nuevaabundanciaderecursosqueofrecenl�gicas multivalentes,
articularunateor�ade conjuntosdifusosseg�n las pautasde NF.

La otra,ML, tieneunesquemadecomprensi�nirrestricto(al menoses�se unmodo
de entendery describirel sistema),restringiendoa cambioel principio de abstracci�n;en
excesotambi�n (deello resultaunadificultadredhibitoria);pero,parael problemaqueahora
estamosabordando,esoesmarginal.Teor�asdeconjuntosdifusosqueseanensanchamientos
de ML de Quinelas hay. (Una de ellasvino expuestaen mi tesisdoctoral,hacediez a�os;
otrasen libros y trabajosposteriores.)

Estribala importanciade esacerraz�n de ZF paracon cualquierdifusificaci�n de
los conjuntosÐal rev�s de lo quesucedecon teor�asarticuladascon las axiom�ticas que
respectivamentecaracterizanaNF y MLÐ enque,adiferenciadeestos�ltimos sistemas,ZF
escl�sico hastala m�dula, de maneraconsustanciale irremediable.

‡chasede ver esoen que en ZF Ðy en la concepci�n iterativa que le sirve de
sem�nticaÐ un conjuntovieneespecificadopor abarcaresto,aquello,lo dem�s all�, y por
no abarcaren absolutoa nadam�s. Es una concepci�n, no exactamenteenumerativao
conjuntacional,no, pero,esosi, extensivistade los conjuntos.En esesentidole va bien el
principio de extensionalidaden su formulaci�n m�s r�gida. A tenor de eseenfoque,no
cuentanparala pertenenciaa un conjuntolos grados;ni los del estardentrodel conjunto,
ni los del estarfuerade �l.

Por el contrario, una concepci�n de los conjuntosque vea a �stos como los
universalesin rebusÐlos entescompartidospor aquellascosasqueseancaracterizablesen
com�n de cierta maneraÐ, una concepci�n que, como consecuenciade ello, reconozca
esquemasde comprensi�n mucho m�s amplios, estar� abiertaa que, por la ampliaci�n
ulteriordel vocabulario,conla introducci�n defunctoresdematizal�tico (congraduaciones
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tantoen la afirmaci�n cuantoen la negaci�n), quepareconocerla existenciade conjuntos
que,aunteniendolos mismosmiembros,no los tenganen la mismamedida.

A tenor de eso, el principio de abstracci�n y el de extensionalidadrecibir�n
modificaciones;comom�nimoel reemplazodelbicondicional̀ ssi' (`si y s�lo si') Ðque tan
s�lo requiereverdad(en uno u otro grado)de ambascl�usulas,o, si no, falsedadtotal de
ambasÐ por un functor m�s estrictode equivalencia:̀ en la mismamedidaen que'.

Un conjunto zermelianoes algo que s�lo tolera que un ente venga totalmente
abarcadopor �l o queno vengaenabsolutoabarcadopor �l. La concepci�n iterativaas� lo
requiere.No valen maticesni grados.No s�lo por el c�lculo cuantificacionalsubyacente
(esopasatambi�n con lasdeQuine),sinopor la (putativa)entidadmismade los conjuntos
y su gí nesis.

Ñltimo problemacon ZF: la ausenciade claseuniversal.Si es verdaderaZF, es
verdaderocadauno de sus teoremas;es, pues,verdaderoentoncesque no existening�n
conjuntodetodoslos conjuntos;si esey los dem�s asertosdeZF sonverdaderos(a secas),
esquela Realidadesunode los modelosdeZF; la Realidadesel conjuntodetodo lo real;
�ste es (si es verdaderaZF) tal que no abarca,pues,todo lo real. Por el principio de
abstracci�n (de ZF), si existe ^xp, ^xp abarcaa x ssi p; por ende,si es verdaderaZF,
entonces,si existela Realidad,�sta abarcaa todo, inclusoa s� misma.Luego(siguiendola
verdadde ZF) no existe la Realidad.Luego no hay ning�n modelo de ZF que sea la
Realidad.LuegoZF no esverdadera.No puedeserverdadera.

Este sencillo argumento es tan decisivo que asombra ver c�mo tratan de
escabullirse,casiconsubterfugios,algunosadeptosdeZF. Porque,si lo quereplicanesque
�sos son problemasmetaf�sicosen los que ellos no entran,¡bien! Est�n en su perfecto
derechoÐaunque a uno le puedaparecerun poquit�n fr�volo eseencogersede hombros
(comosi enel fondono fueranmetaf�sicoslos otrosproblemasde la matem�tica).Pero,en
fin, es leg�timaesaactitudde especialista.

No es soluci�n correctael decir, como muchasvecesse hace,que en ZF las
variablestienenun campode variaci�n restringidoa conjuntos,siendodiferenteconjunto
declase(todoconjuntoser�aunaclasemasnoa la inversa).No porqueseail�cito inventarse
esedistingoartificial, o cualquierotro, no, sino porqueZF no dice quesusvariablesest�n
as� restringidas.Claro que cabe«traducir»ZF a otra teor�a (p.ej. NB, la de von Neu-
mann-Bernays)detal maneraque�sta resulte,cono medianteesatraducci�n,unaextensi�n
conservativade la primera,y en el resultadosepostulealg�n g�nero de aproximaci�n a la
claseuniversal(queeslo quepasaenNB). Peroentonces,deserverdaderaesaotra teor�a,
lo verdaderono escadaunodelos axiomasoriginalesdela teor�a«traducida»,sinotans�lo
la peculiar versi�n del mismo que brinda la teor�a receptriz a trav�s de la funci�n
traduccionalen cuesti�n.

Que no es pocacosala relecturade las variablesirrestrictasde una teor�acomo
variablesdecierto tipo (o suerte) particular, enotra,o comovariablesrestringidasseg�n el
procedimientohabitualdeensancharlascuantificaciones(`Todoestal quep' pasaa `Todo
ente,x, estal que,si x esas�o as�, p'). En cualquierade los doscasosÐpero desdeluego
sobretodoenel segundoÐ,lo quesehahechodistadeseranodinoo inocuo;as�quedecir,
seg�n es costumbre,que NB es una extensi�n conservativade ZF, es en el mejor de los
casosinducir a enga�o sin querer;porque,a lo sumo,esopodr� decirsepara el primer
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g�nero de traducci�n, o seaparauna de las versionesde NB, la que es presentadacomo
teor�aplurisortal(queeslo quehizo Bernays,a diferenciade la presentaci�noriginariade
von Neumann).

Es a todos los efectos util�simo el recurso a ese g�nero de traduccioneso
proyeccionesde una teor�ade conjuntosen otra que,en cierto sentidoal menos,seam�s
potente.Abre los horizontesa indagacioneste�rico-mod�licas interesant�simas:el g�nero
de investigacionesde modelosinternos(inner models).

Lo �nico maloesla interpretaci�nque,quiz� torcidamente,puededarsedeesopara
(mal)respondera un problemafilos�fico, metaf�sico,comoel reci�n apuntadodel conjunto
universal.

Apartede queNB s�lo postulaunaclaseuniversalqueabarca�nicamentea una
fracci�n infinitesimal de lo existente;ni siquieraseabarcaa s� misma,puess�lo abarcaa
entesm�s peque�osqueella; en tantoquela claseuniversaldeML deQuineÐaunqueno
seadel todouniversal,queno lo esÐ s� abarcaamuch�simom�s, seaproximam�s aseruna
clasecomosu propio nombreindica, la Realidad,el conjuntode todo; y, por su parte,NF
s� reconoceno s�lo la existenciade la Realidad,la claseuniversal(enestesentido,quehay
quedistinguirdeaquelenquesehabladelos universales),sinoque,adem�s,reconoceque
la Realidad,el conjuntode todo,esefectivamenteun conjuntode todo.

¿Notieneentoncesun partidariodeZF ningunamaneradetratarderespondera la
dificultad metaf�sicaqueconstituyeparasu teor�ala ausencianecesariadeclaseuniversal?

Si, puedeintentarvariassalidas.Unaesrelativizarla relaci�n deabarque.En lugar
de un �nico abarque,habr�a una cadenainfinita de los mismos; y ZF tan s�lo dar�a
expresi�n a uno de esosabarques,abarquez.

Conquela ausenciade claseuniversalser�a�nicamentela inexistenciade un ente
queabarquez (zermelianamente)a todoslosentes.Nadaexcluir�aquehubieraotrosabarques
y que,o bien algunode ellos fueracompatiblecon un abarcadoruniversal,o bien con esa
seriesetendieraasint�ticamentea algo as�.

Otrarespuestaviableser�ala dequeunmodelo,o mejorunamodelizaci�n,no tiene
por qu� comportarun conjuntodetodoslos entesqueintervenganenla modelizaci�n,sino
tan s�lo la existenciade esosdiversosentes.

No meparecequeest�n exentasdegravesinconvenientesesasdossalidas.A ambas
las veo asediadaspor dificultadesque me parecenredhibitorias.Pero,por lo menos,son
intentosseriosde afrontarel desaf�om�s arribaexpuesto.

Los partidariosdeZF har�n bien,pues,enperseveraren la b�squedapor la v�a de
algoas�comounadeesasdossalidas.En esperade lo quenosofrezcan,pareceque,hasta
aqu�,el balancefilos�fico sobreel enfoquede los conjuntosen ZF no puedeserpositivo.

§5.Ð La Individuaci � n de los Conjuntos y el Principio de Cimentaci� n o:
Las Cuitas de un MatemÚtico en Catonia)

Curiosamente,el mejorargumentoa favor, si no exactamentedela teor�aest�n dar
ZF, siquierade algo de esalaya, esuno proferidoen a�os m�s recientespor nadamenos
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que Quine:lasvariantesde la teor�a est�ndar, al excluir clasesexentasde cimentaci�n,
brindanun mejor criterio de identidado individuaci�n de los conjuntosqueel quepueden
proporcionarlaspropiasteor�asdeconjuntosdeQuine,puesen�stasno seexcluyenclases
sin cimentaci�n. Ya sabemosque una clasecarecede cimentaci�n si es un conjuntoque
abarcaa un conjuntoqueabarcaa un conjuntoque..

Las ra�cesde esepiropo queregalaQuinea la teor�aest�ndarson�stas. Quineha
llevado una campa�a contra la postulaci�n de atributos o propiedadesentendidoscomo
universales no extensionales;que, si son extensionales,no tiene sentido ninguno
diferenciarlosde los conjuntos.

Lo que ha reprochadoa esa postulaci�n es que no brinda ning�n criterio de
identidado individuaci�n del g�nero de entesas�postulado.

Muchoshanentendidoesademandadeun criterio de identidadcomola exigencia
de algo que aportecondiciones,si no necesarias,al menoss� suficientesy, a la vez, m�s
claramentecomprensibles,o previamenteconocibles,de suerteque seaposibleaplicar el
criterio en el procesocognoscitivo.

Quine,sin embargo,hadeclinadocomprometersea estarpidiendotanto.¡No! Todo
lo que pide �l es que se ofrezcaalg�n tipo de aclaraci�n de la identidadde los entes
postuladosenformade,o bienalg�n racimodecondicionessuficientesdeidentidad,o bien
algunodecondicionesnecesarias,o ÐmejorÐ unodecadacosa(mejortodav�a,esos�, uno
deambosala vez),o Ðpor lo menosy afaltadeesoÐ aproximacionesaello.Aproximacio-
nesinformativasen general,queno forzosamenteen las aplicaciones.

O sea:no seest� pidiendola conocibilidadpreviadeaquelloquesirvadecriterio,
sino meramentequeel conocimiento del criterio Ð en esesentido lax�simoÐ ayudeaentender
qu� seao c�mo y cu�ndo sed� la identidadentreentesdel g�nero quesequierepostular.

S�lo en eso estribanel impacto y la pretensi�n del adagioquineano`No entity
without identity'. Esm�s: no seexcluyequelasaclaracionessuministradasacabengirando
en un c�rculo. Como lo se�al� en una c�lebre respuestaQuine Ðcontestando a una
interpelaci�n sobresusresistenciasa aceptarla noci�n de analiticidadÐ, �l no seoponea
explicacionesquea la postregirenenunc�rculo,contal Ðeso s�Ð quedealg�n modotodo
eseprocesocircular aportealgunaluz.

Y, no obstante,en los �ltimos tiemposha ido cambiandoel �nfasis deQuinesobre
esepunto(y sobreotros).Sehaido acercandoa la teor�aest�ndar, y hatendidoa desestimar
suspropiascontribucionesteor�tico-conjuntuales.

Otrosmotivoslo llevantambi�n a ello, masel queaqu�nosinteresaÐporque esel
quesehatraducidoenel argumentoevocadoal comienzodel presenteapartadoÐes�se de
que no se suministraning�n criterio de identidadclaro con clasessin cimentaci�n (con
clases,p.ej., queseabarquena s� mismas,puesevidentemente�sas sonno-cimentadas).

Mas,¿porqu� no?Si el criterio queseest� pidiendoesmeramentealgo comoel
g�nero de explicacionesque�bamosindicandopocom�s atr�s, entoncestodo principio de
extensionalidadsuministraun criterio. Y Quine no se desdicede eso.Peroahorarecalca
algo m�s. Busca, en lo posible, un criterio en un sentido m�s fuerte. Lo lleva su
preocupaci�nporproblemaspsicogen�ticosÐque vienedelejosy alcanz� suapogeoenThe
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Rootsof ReferenceÐ a preguntarsec�mo se llega a elaborary comprenderla noci�n de
conjuntoÐy , conello, la de identidadentreconjuntos,por el famosoadagioreci�n citado.

Y es en ese andar en pos de las ra�ces, los engendramientosde nuestras
adquisicionescognoscitivas,o simplementedox�sticas, dondeempiezana semej�rselea
Quinedemasiadolaxaso modestassusanterioresdemandas.No bastar� ya con decir que
^xp=^xq ssi " x(p ssi q) Ðaparte de queeseprincipio no vale en el sistemaML.

Eso ser� informativo y aclaratorio, pero puede que no facilite el g�nero de
informaci�n queesmenesteren el procesode aprendizajede la noci�n de conjunto.Claro
que podr�a uno aprenderprimero esanoci�n con aplicaci�n a clasescimentadasy luego
extrapolar. Algo as�parecesostenerQuinea menudo;pero�ltimamente ve dificultadesaun
en eso, ya que la extrapolaci�n correr�a el riesgo de constituir un salto o una ruptura
ileg�tima.

Comprendolosescr�pulosdeQuine.Y notengonadamuysatisfactorioo definitivo
que ofrecerparaeseg�nero de indagaci�n psicogen�tica.No es que creaque la misma
carecede inter�s o pertinencia;simplementeesalgo paralo que los fil�sofos no solemos
estarbien equipadosy queme pareceestartodav�aen mantillas.

En cualquiercaso,lo quevoy ase�alaresqueZF no est� encondicionesdeofrecer
nadapositivo al respecto.Y que la noci�n de clasesno cimentadas,particularmentede
clasesqueseabarcana s� mismas,esde sentidocom�n.

Que ZF no puede resolver ese problema es un corolario inmediato de las
tribulacionesÐque expusimosenel Apart.1Ð deesesistemaconrespectoa los individuos.
La existenciade individuos es inconciliablecon la versi�n est�ndarde ZF. Entiendopor
individuos,o entessingulares(me parecepreferiblellamarlosas�),entesquesean:

1ë)o bien entesques�lo seabarquena s� mismos(tal esel sentidoquesol�adar Quinea
`individuo');

2ë)o bien entesque abarquena suspartes,las cualesabarquena las suyas,etc. Ðas� al
infinito o as�hastaentessin partesqueseanindividuosen el sentido(1);

3ë)o bien entesqueno abarquena nadaperodifieran de é, la clasevac�a.

La versi�n est�ndar de ZF excluye (3), (2) y (1). Una versi�n de ZF, como la
originariade Zermelo,queacepte(3), pagar� el enormepreciode abandonarel principio
de extensionalidadÐsalvo en unaversi�n aguaday m�s complicadaÐ y el del potencial
ÐidemÐ, tenerquepostularunaxiomam�s (la existenciadeé); y, peorquetodoeso,tener
que introducir un predicadomon�dico primitivo adicional para el que no cabr� aportar
dilucidaci�n alguna.Podr� ser`indiv', y entoncesun conjuntoser�aun ente,x, tal quefuera
falso indiv(x); o, al rev�s, `conj', siendoentoncesun individuo un ente,x, tal queseafalso
conj(x). Da igual, desdeluego. Ninguno de los dos compromisos«ideol�gicos» (en el
sentidodeQuine)nosayudaa entendermejor la realidad.Cualquieradeellosesel recurso
a un birlibirloque Ðs�lo que ¡no se esperede �l otra gananciaque la de permitir que el
sistemamarchesinnegarquehay«individuos»,o sea«algos»quenosonconjuntos,aunque
no sabemosde ellos nadaquela teor�anosayudea conocer!

Pero,adem�s,essospechosay hastaesp�reaesadicotom�aentreindividuos,o entes
singulares,y conjuntos.Arrancael modoteor�tico o sistem�ticodeexpresarsedel contexto
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del hablanormal,e incluso de la del cient�fico no matem�tico; en �sta son conjuntoslos
reba�os, las cordilleras,las dunas,los poblados,los ej�rcitos, los ajuares,los acervosde
datos,etc. Y, no obstante,son tambi�n entesespaciotemporalesy que sufren y ejercen
acci�n causal.

Por ello par�cemelo mejor identificar a un entesingular Ðen un sentidot�cnico
m�s restringidoÐ conunocuyoabarqueseatransitivo;as�unamesaabarcaa suspartes,y
a laspartesdesuspartes,etc.(o bienhastael infinito, o bienhastapartecillasat�micascada
unade lascualesseabarquetans�lo a s� misma).Masestanoci�n de individuo, lo mismo
que la de Quine o cualquierotra, es incompatiblecon ZF. Aunque es muy de sentido
com�n. (Comoun entesingular, en esaacepci�n, esaquelparael que la relaci�n de todo
a partescoincidecon la relaci�n de conjuntoa miembros,un enteas� tambi�n seabarcar�
a s� mismo.)

Con lo cual seganar� el poderdecir queesun conjuntounaduna,e.d.un c�mulo
degranosdearena,cadaunodeloscualesesunentesingular. Y similarmenteparareba�os,
ajuares,mobiliarios,enjambresetc.

No sonlosentessingulareslos �nicos que,veros�milmente,seabarcanas� mismos.
Lo hacetambi�n la claseuniversal,si existe(enZF, desdeluego,nopuedeexistir).Tambi�n
la clasede todaslas clasesde m�s de doselementos.Etc.

Perovamosa ver Ðal margendeeseg�nero declasesÐunacuyodescubrimiento
revelala quiebradel enfoqueiterativo de la «formaci�n» de los conjuntos.

Pongamosque en Catoniaestipulala Ley de Impuestosque cualesquieravarios
contribuyentesquecompartanel mismodomicilio forman,juntos,unc�mulo o conjuntocon
el mismodomicilio com�n a susmiembros;y queesec�mulo es,a todoslos efectos,un
contribuyentem�s, anoserqueest� incluidoenotroquetambi�n seauncontribuyente.Esta
�ltima cl�usula de reservaest� introducidaparaevitar unaexcesivacarga fiscal; la de que
los c�mulos seandisjuntosbeneficiar�a paresdeparejasquevivan juntascompartiendono
s�lo techosinotambi�n unmiembro(unb�gamo,digamos:Catoniaespluralistae indulgente
en materiade costumbres).

En la c/ C�tulo Në1, 1ëizq., de la capitalde Catoniaviven Z�simo y Fabi�n. Al
ser promulgadaesa ley, empiezana reflexionar sobrea qu� venganpor ella obligados
(¿cu�ntasdeclaracionesderentadeber�ncumplimentar?).Conque,habi�ndosehechoun l�o,
acudena un vecino,profesorde matem�ticas.

‡ste creea pie juntillas en ZF. Les dice:

Seg� n la versi� n est� ndar de ZF no exist�s; pero voy a retrotraermea la versi� n
originaria de Zermelo (modificando, pues, los axiomas del potencial y de extensionalidad,
postulandoel axiomadeexistenciadeé , y acu� andoel predicadoprimitivo, sinextensi� n, `conj').
Puesbien,comosoisindividuos,y los individuosno tienenmiembros(no abarcana nada),cada
unodevosotroses,desdeluego,disjuntodecualquiercosa,conjuntoo noconjunto.Juntosform� is
un conjunto,{Z � simo,Fabi� n}, queser� un contribuyentesalvosi sedemuestraqueest� incluido
en otro contribuyente.Pero, ¿por qu� iba a estarlo?Como uno cualquierade vosotros,p.ej.
Z� simo, es disjunto de cualquierente, ser� disjunto del conjunto reci� n formado; luego otro
contribuyenteser� {{Z � simo,Fabi� n}, Z� simo}; queesteconjuntoni incluye al anteriorni est�
incluidoen� l; similarmenteotrocontribuyenteser� {{Z � simo,Fabi� n}, Fabi� n}, porid� nticaraz� n.
Y, paracadauno de los contribuyentesconstruidoshastaun momentodadode esamanera,c,
habr� otros dos contribuyentes,{ c,Z� simo} y { c,Fabi� n}. Luego est� iss en c/ C� tulo 1, 1ë izq.
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infinidad de contribuyentes.Os toca,pues,cumplimentarun n� meroinfinito de declaracionesde
renta.

Los infelicesZ�simo y Fabi�n, al o�r eso,deciden,desconsoladamente,ponerfin
a su vida en com�n.

¿Qu� hubierapodidodec�rselesdesdeotraperspectiva?Enprimerlugarqueunente
singularesel conjuntode suspartes,incluido �l mismoentreellas.ConqueZ�simo no es
disjunto de {Z�simo,Fabi�n}. Perovamosa suponer, no obstante,que s� lo sea;vamosa
suponerque un cuerpoes el c�mulo de suspartespropias,o seade las partessuyasno
totales.As� y todo,hay otra posibilidad;y esla de queexistaun c�mulo c = {Z�simo,Fa-
bi�n,c}. Comoesec�mulo no esdisjuntoni de{ c,Z�simo} ni de{ c,Fabi�n}, sinoque�stos
est�n incluidosenc Ðal igualquetambi�n est� incluidoenc {Fabi�n,Z�simo}Ð, resulta,no
s�lo queningunodeesosotrosc�mulos esun contribuyenteÐsi lo escÐ sinoqueadem�s
Ð nuevamentesuponiendo quec seaun contribuyenteÐ ninguno deellos, d, ser� tal que{ c,d}
tengaqueserun contribuyente.

Por consiguiente,como no puedehaberuna infinidad de contribuyentesen un
domicilio (el Estadosearruinar�aproporcionando,sin fin, formulariosparadeclaraci�nde
renta),lo �nico sensatoespensarqueexistec y quec abarcas�lo a Fabi�n, a Z�simo y al
propio c.

Esec�mulo, c, es,pues,lo quesueledecirseenCatonia`amboet uterque',ambos
individuosunidospor el enlacem�s el enlaceentreellos y consigomismo.(Si sequiere,
tendr�n queestampartresfirmas:cadaunola suyaporseparadoy unatercerahechajuntos.)
El Fisco recibir�, pues,�nicamente tres declaracionesde rentade c/ C�tulo 1, 1ëizq. En
beneficio de todos, pero con especialsolaz de Fabi�n y Z�simo. (Vide infra, final del
apartadosiguiente.)

§6.Ð La L� gica Combinatoria

Constituyela l�gica combinatoriaun intento de alternativabastanteradical en la
concepci�nde los conjuntos.

Cl�sicamentese distingueun conjunto,x, de su funci�n caracter�stica,e.d. de la
funci�n f tal queparacualquierente,z, f(z)=1 (la Verdad)si z vieneabarcadopor x, y, si
no, f(z)=0 (la Falsedad).

Paraentenderla l�gica combinatoriaconvieneidentificar a cadaconjunto Ðo,
digamosmejor, a cadadeterminaci�nÐ consufunci�n caracter�stica;conunadiferencia,y
es que ha de desecharseesa bivalencia de la funci�n caracter�stica,a favor de una
plurivalencia,quiz� infinita.

En l�gica cl�sica hay una fronteraabsoluta,categorial,entreentesdenotables(o
representableso lo quesea)por oracioneso f�rmulas, y otrosg�nerosde entes.En l�gica
combinatoria,no.

Categorialmenteno hay fronteras.(Lo cual no excluyequehayadiferencias;pero
no categoriales,o sea:no talesquelo quetengasentidoafirmar o negarde un entede una
de las categor�asno lo tengade uno de otra categor�a.)
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As� pues,cadaentepuedeserconsideradocomoun individuo,y comounconjunto,
y comoun hechoo estadode cosas.Si sequiere,un mismosignopuedeser le�do, seg�n
los contextos,como un nombrey como una oraci�n; en el segundocaso,a�adi�ndose el
verbo (sobreentendido)̀ es verdadero' (o, quiz�, `existe', si identificamos la verdad
ontol�gica con la existencia).

Conquenuestrasintaxiscombinatoriaautorizar� comosignocualquier concatenaci� n
de signos.Y cadasignoser� unaoraci�n, unaf�rmula bien formada.

Unal�gica combinatoriatendr� entresussignosprimitivos unoscombinadores;un
combinadorser� un signo `#' que,prefijado a un cierto n�mero de signos`p', `q','r ',¼,
constituir� una f�rmula demostrablementeequivalentea otra en la que ya no est� esa
ocurrenciainicial de`#' y, encambio,s�lo aparezcancombinaciones,directaso indirectas,
de esosotrossignos`p','q','r ',¼ (no forzosamentede todosellos).

(Las equivalenciasen cuesti�n valdr�n o bien irrestrictamente,paracualesquiera
signos̀ p', `q', `r'¼, o bienÐque eslo quesucedem�s amenudoenCDÐ condeterminadas
restricciones.)

Un modomuyelegantedeintroducirloscombinadoresespostularcomoprimitivos
tan s�lo dos:S y L . S ser� tal quepara(todoso muchos)p,q,r: Spqr=pr(qr).

(Nuestrasf�rmulas sonasociativashaciala izquierda:`abc' abreviaa `(ab)c'.)

L ser� tal que,paracualesquierap, q: Lpq=p.

Con esosdossedefinen�stos otros:

D (tal queDpqr = p(qr));

G (tal queGpqr = prq);

W (tal queWpq = pqq);

e (tal queepq= qp);

1 (tal que1p=p :1 es la Verdad,o la Existencia;que,por cierto, resultaser lo mismoque
la relaci�n de abarcar.

S es un operadorde voz media (p.ej. si x=desear, u=tener �xito, z=Macario,
entoncesSxuzesel hechodequeMacariosedesea�xito Ðo seaquedeseasupropio�xito).

W es un reflexivizadordirecto. e es la pertenencia.G es el conversor. Y D es el
asociador.

Definimos luegoqu� sea,con respectoa unaf�rmula dadacualquiera,r, y a otra
f�rmula, p, el abstractorde r respectode p, l rp. Queser� esto:si r=p, entoncesl rp=1; si
r no tieneocurrenciasen p, entoncesl rp=Lp. Si no seda ningunode esosdoscasos,sino
quep esunaconcatenaci�nsq,quecontienealgunaocurrenciader, entoncesl rp = Sl rsl rq.

Si valieransin restricci�n todoslos principiosqueseacabandeestipular, la l�gica
combinatoriaqueestamosconstruyendoentronizar�aun principio irrestrictodeabstracci�n.
En efecto,probar�asequeparacualesquieraenter y determinaci�nl rp (la determinaci�nde
serun entetal quep, o el c�mulo de los entesquep), valdr�a la siguienteecuaci�n l rpr=p
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(o seael que la determinaci�n de ser tal que p abarquea r es lo mismo que el que sea
verdadquep). Y de ah� deducir�asela paradojade Russell.

Hay l�gicas combinatoriasque tienen ese principio irrestricto de abstracci�n,
acompa�adodel principio irrestrictodecomprensi�n.Unadeellasesel sistemaQ deFitch.
S�lo que en �ste la negaci�n no es cl�sica. No vale en su sistemael principio de tercio
excluso.As�, aunquesedemuestraen el mismoqueR (queabreviaa l rN(rr) Ðdonde `N'
esla negaci�n, `no') estal que:RR=N(RR),sin embargo no sesiguede ah� ni queRR ni
queN(RR); porqueental sistemano vale la inferenciap=Np pÙNp. (El signo`Ù' denota
la conyunci�n (copulativa).)

Aunque sistemascomo �se de Fitch me parecen constituir pasos adelante
extremadamentevaliosos,y aunqueesdesdeluegoconsiderablela ventajaquecomportan
dereconocera la vez,irrestrictos,ambosprincipios,el decomprensi�ny el deabstracci�n,
sospecho,sin embargo,queesdemasiadoelevadoel precio,o seael sacrificiodel principio
de tercio excluso.

Adem�s, si tratamosde articular una teor�a que d� cabidaa lo difuso, ¿noser�
preferible, en lugar de abandonarel principio de tercio excluso,optar por un enfoque
paraconsistentecontercioexcluso,conno-contradicci�n,perosin regladeEscoto(a saber:
p, Np q)?

M�s exactamente,en lugar de tenerunasolanegaci�n, tenerdos:unad�bil y otra
fuerteo cl�sica. A cambio,habr� querestringiralgunade las dosecuacionesprecedentes
(acercade L y de S) con una seriede cortapisas.De esamaneraresultaun sistema,el
c�lculo de determinacionesCD, que he expuestocon detalle t�cnico en otro lugar (en
«Consideracionesfilos�ficas sobrela teor�adeconjuntos:II», ContextosNë12,Universidad
de Le�n, 1989).

Yaparaterminarestearticulo,voy aenumeraralgunosdelos rasgosdeesesistema.

1) Estriba la diferenciaentre las dos negacionesÐla simple o natural,`N', le�da `no' a
secas,y la fuerteo supernegaci�n,̀Ø', le�da`no¼ enabsoluto'o `esdel todofalso
que'Ð en queparala primeravalenestasleyes(donde`® ' esla implicaci�n que
selee`s�lo en la medidaenque', `É' esel condicional,queselee`s�lo si', `Ú' la
disyunci�n y `Ù' la conyunci�n; `« ' es la equivalencia:̀ en la mismamedidaen
que'): sonteorem�ticoslos esquemas:

pÚNp,N(pÙNp),pÚq« N(NpÙNq),pÙq« N(NpÚNq),p« NNp,p® q« (Nq® Np).

No lo son,en cambio:

pÉqÉ(NqÉNp), pÙNpÉq, pÉ(NqÉp).

Al pasoqueparala segundavalenestosesquemasteorem�ticos:

pÉqÉ(ØqÉØp), pÉ(ØpÉq), ØpÉ(pÉq), pÉØØp, ØØpÉp, pÚØp, Ø(pÙØp),
Ø(pÙq)« (ØpÚØq), ØpÙØq«Ø (pÚq).

Mas no valen�stos (no sonteorem�ticos):

p«ØØ p (s� vale p®ØØp, pero no el rec�proco), pÚq«Ø (ØpÙØFq) (vale la
implicaci�n del miembro derecho por el izquierdo, mas no la inversa),
pÙq«Ø (ØpÚØq) (idem). `Ø' es,en suma,la negaci�n cl�sica.
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2) En CD vale la mitad implicativa del esquemade abstracci�n,a saber:l rpr® p. Vale
inclusootra versi�n m�s fuertede esamitad implicativa de tal principio, a saber:
l rprÉ(l rpr« p).

3) En CD valenmuy numerososy diversoscasosdel esquemarec�procoal anterior, o sea
muy diversos casos del esquemaequivalencial de abstracci�n l rpr« p. La
axiom�tica deCD esla deunsistemaabierto,inacabado,susceptibledeenriquecer-
secon ulterioresaproximacionesal esquemageneralde abstracci�n.

4) En CD vale el esquemade comprensi�n con s�lo una restricci�n. Form�lase as� tal
esquema:Existe l rp o bien l rp=0 (donde`0' es una constantedefinida que no
denotanadaÐo, si sequiere,quedenotar�ala Falsedadabsoluta).

5) En CD vale una regla de extensionalidadgeneralizadao debilitadaque es �sta (las
variablesvienenintroducidasen CD comosignosdefinidos):xz« uzÙ(x0« u0)
x=u. (Si esmenesterel segundoconyuntode la premisaesporqueunadetermina-
ci�n esalgoque,cuandosele daun argumento,algoexistente,le hacecorrespon-
derun valor, o ninguno,mientrasque,cuandova a tomar argumentosin quenada
le vengadadoa titulo de tal, entoncespuedequepor s� misma,espont�neamente,
hagacorresponder, a tal (o antetal) falta de argumento,un cierto valor.

Por eso,en CD no existening�n c�mulo absolutamentenulo, o seaL0
(=l x(0)) es absolutamenteinexistente (es =0). Lo cual, dicho sea de paso,
constituyeuna gran ventaja,puesun c�mulo o conjuntoabsolutamentevac�o es
algo ques�lo sugestion�ndosellega uno a aceptar. Comolo dice Geach(en Logic
Matters, p.231):

Ahora bien, si una clase es constituida como teniendo ciertos miembros, ¿c� mo
podemosllegar a una sin ning� n miembro, como habr�a de serlo la extensi� n de
cualquier conceptovac�o? La clase nula vino introducida en l� gica por Boole y
Schroedercon documentaci� n falsa, como la clasea la que nos referimosal usar la
palabrà nada';demasiadoa menudolos libros modernosde l� gicaorillan la dificultad
conunamezcladesof�sticay trampantojo.Si usamos̀clase'y `miembro'ensusentido
ordinario,no puedehaberningunaclasecarentede miembros.

Desdeluegono esdecisivoeseargumento.Y, por otro lado, mayor ser�
sufuerzasi la concepci�ndeconjuntoquetengaunoesextensivista, enla vecindad
de la conjuntacional(que es lo que aspira a hacer la teor�a est�ndar, con su
«concepci�niterativa»).As� y todo,paracualquierconcepci�ndeconjunto,la clase
absolutamentenula esun engorro.

6) PuedendefinirseenCD traduccionesdesistemascl�sicos, comoZF. Sinembargo,sendas
traduccionesde talesesquemasno son siempreteorem�ticasen CD. Pueden,no
obstante,postularsecomoaxiomasadicionales,aunque�nicamenteparaalgunasde
esastraducciones,no paraotras.

7) CD esunateor�aaxiom�tica de conjuntosdifusos;la cual puedecontribuir a encontrar
mejoressolucionesparalos sorites(la paradojadel mont�n y otrasde la misma
�ndole) que las que,tan estipulativamentearbitrarias,quierenimponersedesdela
l�gica cl�sica: si un c�mulo de 99!99 granosesun mont�n, y, cuandoun c�mulo
de n granoses un mont�n, tambi�n lo es uno de n-1 granos,entonceshastaun
c�mulo vac�o(la clasenula)ser� unmont�n. Respuesta:no hayclaseabsolutamen-
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tenula(videsupra,(5)); por lo dem�sel razonamientoescorrecto:hastaunc�mulo
de un granoesun mont�n. Perode quelo seano sesiguequelo seaen tal o cual
gradodeterminadoÐni, menos,quelo seaenunamedidatotal, del 100%Ð, sino
s�lo eso:quelo es,punto;quelo es,acaso,tan s�lo en unamedidainfinitesimal.
Porque,`si p, entoncesq' es verdadcon tal que o p seadel todo falsa o q sea
verdadera(en la medidaquesea).El modusponens(pÉq, p q) no conservael
gradode verdadde las premisasÐo, m�s precisamente,no conservael gradode
verdadde la segundapremisa,la menorÐ, sino que tan s�lo conservala calidad
mismade verdad.

8) Una interpretaci�n«intuitiva»deCD seguir�apautascomolassiguientes.Identificamos
unarelaci�n con su dominio; y, paraun entede esedominio, x, y unarelaci�n r,
rx ser� la imagenpor r del c�mulo {x}, e.d.ser� el c�mulo de entescon los que
guardex la relaci�n r. (As�, si i esla identidad,ix ser� el c�mulo deentesid�nticos
a x, o seael s�ngulodex; unadeterminaci�n,pues,ques�lo tieneel propiox.) Una
determinaci� n intranse� nte, no (propiamente)relacional,ser� entoncesun c�mulo
z tal queparacualquierentex: zx (el venir abarcadox por z) ser� un c�mulo que
s�lo se abarquea s� mismo (cadauno vive su vida, mueresu muerte,andasu
caminar, etc.: acusativo interno). Cada ente viene identificado con su propia
existencia:1x=x. (O sea,tambi�n, con su propio abarcar, e.d. con el c�mulo de
cosaspor �l abarcadas.)

9) CD no esun sistemarecursivamenteaxiomatizable.(Porlo tanto,y envirtud del teorema
de Craig: su axiom�tica no es recursivamenteenumerable.)D�bese esoa ciertos
postuladosdisyuntivosdela forma`Paracualquierf�rmula p , o ¼ p esunteorema,
o, si no, ---p es un teorema',con determinadossignosen lugar de esospuntos
suspensivosy guiones.

As� pues,CD no est� en el campode aplicaci�n del teoremade G�del de
incompletabilidadde sistemasquecontenganla aritm�tica.

10) En CD vale el axiomade elecci�n paraun c�mulo, B, que incluye no s�lo a w (el
c�mulo de n�meros naturales),sino a algo quees,probablementeÐaunque aqu�
estoys�lo conjeturandoÐun c�mulo, cuya cardinalidades un punto fijo parala
funci�n de n�meros cardinalescadauno de los cualeses,tambi�n �l, un punto
fijo de esafunci�n (o un puntofijo de la funci�n si esqueambassonid�nticas
comolo dicela hip�tesis generalizadadelcontinuo).Dichoc�mulo, B, vieneenCD
reconocido como bien ordenado;y, adem�s, como un c�mulo todos cuyos
miembrosy subc�mulossonentesinsegregables,o sea:entes,r, que,con respecto
acualquierc�mulo l rp, cumplanla ecuaci�nl rpr=p;adem�s,unodelospostulados
deCD afirmaque,o bienp esun combinador(enel sentidodeesapalabradefinido
m�s arriba,a comienzosdel tercerp�rrafo del presenteapartado)o, si no, p esun
enteinsegregables�lo si tambi�n esun c�mulo universalmenteagregativo,e.d.un
c�mulo l rp tal que, para cualquier r, l rpr=p. Tanto los miembros como los
subc�mulosde B sonuniversalmenteagregativos.

11) Los n�meros naturalesvienendefinidosen CD como combinadoresespeciales.0, el
n�mero cero,esun combinadortal que,paracualesquieraentes,x, z: 0xz=z.1, el
n�mero uno, es la Existenciao Verdad,o sea:1x=x (y, por ende,1xz=xz). 2 =
l xz(x xz); conque2x = l z(x xz). 2(ser-bello) es la determinaci�nde ser un ente
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cuya bellezaseabella (algo que,seguramente,poseenÐaunque no en la misma
medidaquiz�Ð cuantosentesposeanbelleza);2i ser� la relaci�n entreunentedado
y su s�ngulo(2ix ser�, pues,el s�ngulodel s�ngulode x). 3z = l u(z z(zu)): si z es
la relaci�n de producir efectoso consecuenciascausales,entonces3z ser� una
relaci�n queguardeun hechoconotro si �ste es(conjuntamente)producidopor el
c�mulo deefectos(conjuntamente)producidosporel c�mulo deefectosproducidos
por el primer hecho.Y as� sucesivamente.(La negaci�n natural,N, esun entetal
queparatodon�mero naturalnon,n, nN=N; paratodon�mero naturalparo cero,
m, mN=1.)

12) En CD demu�straseque(fueradeB) existenc�mulos no universalmenteagregativosy
existenc�mulos segregables;enparticularun c�mulo quesesegrega(des� mismo)
a s� mismo,a pesarde cumplir la condici�n de pertenenciaa s� mismo:el c�mulo
fuertementerusselliano,R, o seal rØ(rr). Estal queØ(RR),masdeningunamanera
(en ning�n grado)RR. Pero,en cambio,por lo que hacea entesdenotadospor
expresionesen las que no figuren ni `Ø' ni `® ' ni ninguna ocurrenciadel
cuantificador̀ " ', demu�strasequetalesentessoninsegregablesy, por lo tanto,si
no son combinadores(vide supra, final del punto 10), tambi�n universalmente
agregativos.Uno deellos esel originariode Russell,l xN(xx), queseabarcay no
seabarcaa s� mismo.(Y quetambi�n abarca,por cierto, a R; esm�s: lo haceen
medidatotal, plenamente.)

13) En CD el c�mulo de los entesquep essiempreel mayordeaquellosc�mulos ques�lo
abarquenentesquep.

14) Existeen CD un c�mulo absolutamenteuniversal:L1 (quees=l x(1)): esun c�mulo
tal que para cualquier r el abarcara r ese c�mulo es la Verdadabsoluta.Por
consiguiente,si CD escoherente(no delicuescente),tienemodelos;si esunateor�a
verdadera,uno de talesmodelosesla Realidad;y puededentrode CD formularse
unateor�ademodelosapropiadaparaCD Ðque eraunadelastareasdelasquese
revelabaincapazla teor�aest�ndar.

15) Adem�s derelajarla extensionalidadcl�sica medianteel principio de intensividad(que
viene recogidoen la versi�n de la regla de extensionalidadv�lida en CD Ðvide
punto5, m�s arribaÐ y quecabeexpresaras�:cuentaparala identidado individua-
ci�n deun c�mulo no s�lo qu� cosasabarquesino tambi�n cu�nto abarque,o deje
de abarcar, a cadauna de ellas), tambi�n relaja y matizaCD la extensionalidad
cl�sica medianteunaciertaintensionalidad,asaber:teniendounoperador(tensorial)
`B', quecabeleer`Esafirmableconverdadque' o `Esverdadentodoslosaspectos
que', queessimilar al operadorde necesidadcl�sico en un sistemamodalnormal
fuertecomoS5,peroconestadiferencia:la regladeG�del (p Bp) valeirrestricta-
mente en CD, al paso que en el sistemacl�sico S5 esa regla s�lo vale para
premisasquesehayandemostradocomoaxiomasenel sistema.EnCD, encambio,
no esirrestrictamentev�lido el metateoremade la deducci�n (porquep Bp y, sin
embargo,noesteorem�ticoel esquemàpÉBp'). Poresomismo,heformuladopara
CD unareglay no un axiomade extensionalidad.(Peroesdemostrableen CD el
teoremadeextensionalidadenestaversi�n mitigadao moderada,a saberÐsiendo
`" ' el prefijo del cuantificadoruniversaly `$' el del existencialÐ:

" x,y$z(B(xz« yzÙ(x0« y0)É(x=y)).)
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La identidadde los c�mulos o determinacionesdepende,pues,de qu�
abarquen,cu�nto y enqu� aspectolo hagan.(Enparticular, podemosconsiderarque
los lapsosde tiemposonalgunosdeesosaspectosde lo real.Conquedosc�mulos
puedencompartirsusmiembros,inclusoenla mismamedidael unoqueel otro,en
un momento,sin ser id�nticos. Y un c�mulo puedetenerdiversosmiembrosen
per�odosdiferentes.ApartedequeÐ¡record�moslo!Ð cuentantambi�n los grados
de abarque.

16)EnCD valetambi�n estaotraenunciaci�n,tambi�n avecesdenominadaÐen suversi�n
cl�sica, m�s fuerteÐ `principio de extensionalidad'(que, sin embargo, no es
teorem�tica Ðya lo dije en el apartadoanteriorÐ en el sistemade Quine ML):
B(" x(p« q)Ù(r« s))É(l xp=l xq) donder, s,difieren,respectivamente,dep, q, s�lo
por reemplazode las ocurrenciaslibres de `x' por sendasocurrenciasde `0'.

17) En CD no puede(aparentemente)probarseen forma generalel teoremade Cantor,
aunquesi se pruebaparacadac�mulo abarcadoo incluido por el c�mulo B. (Se
prueban,si, algunasversionesrestringidasgeneralesdel teoremade Cantor;p.ej.
pru�baseunaversi�n queseaplicaacadac�mulo cuyopotencialseauniversalmen-
te agregativo.)

18) No todo acercade CD son ventajas.Comparandoa esesistemacon ZF resaltandos
cosas.La primeraesqueCD esmuch�simom�s complicado.La segundaesquees,
tambi�n, m�s arriesgado,menosgarantizadocontrala delicuescencia(o Post-incon-
sistencia);menos,porquetalesgarant�as,seg�n sedesprendedel teoremadeG�del,
sonsiempres�lo relativas(y sedanpor grados).

A cambiodeesoest�n los beneficiosqueproporcionaCD. P,ej., a cambio
de lascomplicacionesde la teor�al�gica, pu�deseobtenerunasimplificaci�n de la
teor�acient�fica (y no cient�fica) global; en verdad,con ZF no hay pr�cticamente
c�mo aplicar la teor�al�gico matem�ticaa nada,salvoencogi�ndosede hombros
antelo quediceliteralmentela propiateor�a(enunaactitudficcionalista).Porotro
lado, el gradode peligrosidadde una teor�a (lo arriesgadoque sea,afirm�ndola,
arrimarseal precipiciode la delicuescencia)sueleserdirectamenteproporcionalal
inter�s dela teor�a.Comolo hemostradoenotro lugarÐcoincidiendo conmuchos
autores(K. Lehreretc.)Ð el prop�sito quem�s hay queabrazarno esel de evitar
(minimalizar)el error, sinoel demaximalizarel saber(minimalizarla ignorancia).

19) Para concluir, un punto jocoso. La hip�tesis contempladaal final del Apartado
precedentedeun c�mulo c = { c, Z�simo, Fabi�n} esformulabley no refutableen
CD (aunquedesdeluegotampocodemostrable,a menosqueCD seadelicuescente,
Post-inconsistente).Definamos `c' como `l x$y(" z((z=Fabi�n Ú z=Z�simo Ú
z=y)Ùyx)' Ðo sea:la determinaci�nde pertenecera un c�mulo ques�lo abarque:
a Fabi�n, a Z�simo y a s� mismo.SupuestoqueFabi�n y Z�simo sonambos c
(esoser�af�cil de constatar),entonces,si seda la premisade quec seabarcaa s�
mismo,ded�cesequec esexactamente{ c, Fabi�n, Z�simo}. (Sin esapremisano
sepuededemostrarquec abarcaa Z�simo o a Fabi�n.) Conque,si bienessin duda
mejorable la legislaci�n de Catonia, no habr�, en ese asunto,ning�n motivo
puramentel�gico paraexigir la abrogaci�ndela ley deimpuestos;aunque,porotro
lado,ni siquieraeserecursoser�amenester, puestoqueni Fabi�n ni Z�simo ser�n
disjuntosde {Fabi�n, Z�simo}.


